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s T FORMULES FO\DHIF‘\'I‘ALES

/L

Nous écrirons 1 equation de FREDHOLI\I sous la for me suivante :

._(‘1)_ e ?nffmJ dyﬂv()

o () est la fonction mconnue, b (50)- une fonction donnée, f{w, y) le
noyau. La solutlon du problérm nous’ est domee pax la formule de

FREDHOLM

. - N (A5 @,
B @=ie )+va<y)l(m§y)“f’

o’

ou D (1) est le D*lf de FREDHOLM, tandis que N (x; @, y) s'écrit d’aprés
les notations du FREDHOLM : | -
—PM ('37) |

¥ Acta mathemalica. 33. ITmprimé €o septembre 1909
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. PialC I o, 4 ,‘-._‘,_z' ....

" x's'rl_"f?b;\:r};\rm,: (‘IOUISH BT MECANIQUE :
R Nous amonx.dmm e P '
,'1'-.' ‘ ) | E - ) _ - /)U],"I’.i? .. Ln) 7 : —_ .
R L - o (fb /h o
el :;z) 1 f/ ({yg“ L‘m’ A J 21 fai .
s, .' \_ v - " _;" T -l :: ? ,J‘F L. _‘_' . |’i-. " % » i .' .. . . . .-' - . t, ‘,‘ )
- =X fle, m,,)- ds, 4 ...
Je n'écris quiun signe /7 pour une intégration multiple.
g Nous aurons de _ﬁ-zn_é:me,- : S
(T, Wy Dy ey W ‘ »
V __ : : L ; i :. i ] ( I- r ' o ) ) . B (Z{l;‘l :- de e dwﬂ el
RN “-’3.?:‘ [ T TR I o B

fvy-—w) f -’2'/‘1 oy .. -

\Toux sommu. (mm condml,.s ‘1 examiner la 101 nmllon du dctmmm mt

1 : ’

./(/vqusﬁ) .. ,’ﬁn)' .

whmh' sregt B
Un des t(}rmm (]e son dév nloppemom sora do L‘r forme :
+ n f(mh a?k)

H /@i, @) r'ﬁ[)lcsont mt le p10d111L dn cmlam nomhro (10 ldbl.blll de
Ja forme f (@i, o). Ces facteurs doivent” satistaire 4 la condition

suivante : chacune (lns leltres @y, @y, .., Co devra ﬁgjmel une fois et

une seule rommc s, c'est & dive comme premicr argument de la. 5
fonclion f(c& 1) (ldml un des facteurs du produit. Elle devra figurer -

une fols el une seule comie Lk, C'est-a-dire comme second argumcnl; “
de la fonction f (@, ) dans I'nn des factours du plodmt A chacun des -,
termes du délerminant correspondra ainsi une: permutation des lallres, - v

@y Taye -y T 3 A SivOIr celle gui change chacime des letires 0y en la .

lelire @ L«oncspmldanm Hy aura antant de LOL!]IO‘: dans, le déter-

‘minant quiil y a de semblables permutations, ¢ost-a-dire 7! ; et le”
produit II devra.élre allc-c,l,(, du signe + siv Ja pel mut,atmn dppament. au -

groupe. alterné el du wun(, —_— d.ms le cas Luntl LFC.

On peut I'(,])rl[tll les J(‘ﬂ.l(_m L4, Doy oy Ta SN UN cerliin nombre de
‘cycles-de telle Tagon que I permutation S envisagée permute o culai-

réement entee elles los lettres d’'un méme cycle. Si nous doxlgnons par

O (S) celni dos tormes T F il @) do notre déterminant qui corles-"-

pond & la pf‘ll‘lllll.d(lon S, et si nous pown% pum aln(,gu* o
/ﬁ('q‘m "IEB | Ly s fbp) #/('/ch! %ﬂ) /(Q?BJ m’}) /I(w}! ) f (a?y.) ma)
DOUS pourrons ¢erire : ' -

T (S) + 11 f (@i, m") - = Hf(/vﬂ *3[:’55 e mb :1}"1)

Le dernier 1‘110_1-‘111-)1-'-- 1!‘[)10%{,11[.(" un pl odlut dn_, lacflcurs de. la forme
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in o . [ . : .. - S - -

ry. T et ; . i ' - L. - R

REI pm\czxm‘, = RL\IARQUES DIVERSES SUR'L' EQU:&'lIO\*DE FREBHOLM |

/ (%,,.og, -*-:55'1: F,‘) Chacun- dt, ces {dctems C(}umpond fun des o

m/cles de 1.;1 permutdtlon S el les lettres [ e
.c . - . .. ‘ - . mﬂ’ m{ ‘...’x?)"w . - - .. \

\OnL los letir es dr' ce cyclt, qui sont permutées cucuhuremenl: pat S. :
o QLMIH au signe, on l‘obLmnt en faisant le plodultdes diffsrents facteurs .
+1 g,om_,spondant.au\ dlﬂ&[f nts facteurs f(a,, Ty +eey Ty), € zﬁqjacteum_

| ét ant Sgaux A+ 1 ‘pour les {,ycles d’un nombre impair de lettres PI; a .
< —1 pour les cycles d'un nombre pair de lottres. =~ - | ‘Ll
e Nous poseron-s : -

-~

1%; S Wy, oo W - - o
_—_f 1 ? N ,L‘ )k@l (kl}g --CZ’L;:,Q(&)“’"‘ T (S)d'zvldmgu.dfﬁn

/" (I/_(;a’ *L’ﬂ) Seuy Wy, W ) ({&U d’ﬂe..\.d’ﬂ)fgﬂ? .

_ Dans eette’ deI niere ou*ﬂihs r uu[u:,o i de by rnprebente le nomln > des o
f‘ lettres. du (.fy(..le {L'a, L‘ﬁ, ey Wgy Wy 5 intégrale Ile d(‘-])end 6V 1dunmpnt | | ‘_
’ que- df‘ ce nombxe pul’\tfll!"“ tittl‘“l‘\ que soient. les letbres @, .. oWy
bl}Vle"’Lb\ on les (ora ngours varier entre les mémes limites. |
Cela posé Fintégrale .« (S} va se dcuumposer en un produit &’ mte— |
“grales by, puisque chacun des facteurs de T(S) ne contient qu’ .
cerlain noml:n de lottres @, . .., @, qui ne figurent pas dans les autres
Llct(.»llIS' nuus poum cmx Gerire | ' |

e s = | D
| Ou pour plOCle‘[‘ JL, signe: S
(4) - - '(..——II[——-I""*“Z);KJ - o . S

- Sl par c\emple n=17 ut i|uL S comprenne 1 ¢ycle de 4 lottres, 2 de
3 Inltx s, 3 (le 2 1éthres ot 2 d'1 lettre, nous aurons :

@(S) = b3) (D) (— ba)* (B} = by 20302, o

II fauat mamtenant ml(,ulm |
L e L \a(

 a sorhmation etdnt L,Lvndlu, aux différentes per nmtatlf)m S de n lettres.

Nous dévons donc rechercher combien il y ade. ‘per mutations compre-
nant @ cycles de a lettens, & cyeles de p letires, ¢ cycles de A lsltres.
« eycles de 3 lettres.” Bn (I (mlu s termes de combien de maniéres
"t pent-on mpartlr n leltres en- @ groupes de o letires, b de g, ¢ de i ot
- de 2 letires 2 On rangera los lettrés dans los différents ordres possibles
Aui sond aw nombre de ! ;-on pu,ndm ensuite les « premidres lettres
qm nous donnomnt les fer UlOllpl » puis les o suivantes qui nous donne-

* L
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4 MATHEMATIQUES, ASTRONOMIE, GEODESIE ET. MECANIQUE.

ront le 2¢, ot ainsi de suite jusqud ce quon ait les a groupes de
a lettres; on prendra ensuite les p letlres suivanies pour former le
f*r groupe de g lettresetainsidesuite. On obliendrait ainsiz! solutions,
mais elles ne sont pas distinctes; on oblient la méme-répartition on
permutant czrwlazremem les lettres d'un méme groupe, ce qui nous
oblige & diviser par aﬂ{i*”)\c 8% on obtient laméme repax tition'en permutant
d’une maniére quelconque les divers g soxoupes qui sont formés d'un
méme nombre de lettres ce qui nous oblige a dmser par albtct dl,
le nombre cherché est donc

wigtrr st aloleld!’ ‘

On aura donc:

—Y - n‘ .. | |
=L cEwsaiblorgi (D balt [(=1) b
[(— 10 ) [(— D e+hg. |

Les entiers a, B, 4, 8, @, b, ¢, d, (dont 16 nombre peut d’ailleurs 'ét-ré |
quelconque et n'a 6té pris égal & 4 que pour fixer les idées) sont
assujeitis a la condition :

‘ | aa + pb + ¢ + Sd:‘n.
On a done

O
n! T aldlel d\T 6 y I\T5 )

11 vient ensuite : . . - | S
—-A) @~ T — 320\~ 3B g\ [y Dy [—2® B |

de sorte que D'()\) se preqcnto sous la forme d’un prodmt

l

D () = llg,; —-\*‘(——A“b ) -
R

Mais la sommation est 1mmudmtn el I'on lronve .

0y =c—la 105 P

& a

d’ou

(6) | . log D () = - M * ba

P
Q@

et en prenant la dérivée logarithmique de D () :

)  S=— T,



FpaETi . g
e Tt LI

L - ff(gg,"y; D> Xy - - D )AD A0y ... clmerfMI (0, )

. H POLNC&RE- — REMARQUES DIVERSESSSUR L’E’Qt}ATmN DE FaEriHo_LM 5

Ces formules ne sont pas nouvellm, elles ont 4t6 énoncées par
FBFDHOL‘M qui les a découvertes par une voie différente (Acta Mathe:
matica, tome 27, page 384): . ‘ | | '
- Appliquons la méme analyse au calcul de N (i) et du déterminant

' . f(w’mly m2 -‘..-,mn) e

;/a ml: mz: ) }wﬂ

*

(“lmque terrne se pI ésentf*m encore sous la torme

" Ilf('va,wﬁ, .o )

:mul que 'un des facteurs est mmplace par |

O @y ) =L (@2 @0, T) - [(231)
'Si nous posons. | I'

*

~ . celle intégrale ne dépendra que dunombre % des variables @, wg,..., 2,

w-'

_avec la condition :

par rapport auxquelles on intégre; c'est ce nombre qui figure dans
Yindice & + 1. Cette fonction fiy1 (7, %) n’est autre chosa que le no JCE’M
- peitore d'ordre k4 1. On aura &’ alllm.us -

f/}.q:wdr ' ‘

| Si alors, par analogie avec les notations adOpLBCS plus haut, nous
- “désignons par-T” (S) un quelcongue des termes .de notre nouveau
detmm:mnt et par a” (3) 'intégrale de T7(S), nous trouverons comme
plus haut ; - h

a (S )-—-imn(w ) Lo

: fa—}—“k:fn.

" Le facteur /},_H( ,7/) provient de lmtegmtton du facteur (8) et les
“divers facteurs b de I'intégration des autres facteurs de la forme

- flog, wg, - ,ml) Je pms Geore éerire :

&’ (§)= ( 1)" [hr1 & (S’)

: “.oou S est la c~1;1bst11‘,11m)11 qui permate entre olles les lettres qm figurent

-dans les facteurs auntres que le facteur (8) ot de la fagon indiquée par
Tordre de ces lettres dans ces divers facteurs. Si alors nous désignons.
Cpara’. b mtcgrale de notre déterminant lui-méme, il viendra en remae-
“quant qu'on obtient autant de fois le méme terme qu’il y a do maniéres
. de choisir les A lettres @,, @ . . ., @ qui figurent dans le facieur (8);
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T SR O TR R L RGBT T T R e e WA
‘f , ' A s ;--m. LT e 1 ‘: "L zk "'. P o __,’,‘_,,-,-_, SR
v ‘—. ‘1 L e X .
o b& L Mums:u &TTQUES ASTRONomL GEODESIE 1*1‘ '\IECANIQUE o

o . - . . . -

c est-a~(hre

L}

R . S L
*\thbAwaftﬁ-  __~

ou

l. Ty u‘ "‘"x .'n . —"" - -d.n_;, .' R :
N (l) = ’S‘ ( ) a. = S S0 fh+1 (___}‘)n_q}. - "“'D( Db, .

1 e 1?--—!H_'
d’on enfin. L
Cn | - N@®)
® . Dt

Celte formule s obtlendralt immédiatement en chnrchanl} a dév clopper .

" suivant les puissances de X la solution de I'équation (1). o
Bien que les séries (6), (7) et (9) ne convergent que pour les petites

valeurs de J, leur considération peut abréger le caleul des termes des.

séries D (3) et N (3), qui, elles, convergent tOllJOUI‘S \Ials ce'n ‘ost pas
1:’;1 I'usage que je veux.en faire. '

~§ 2. cAS OU LE NOYAU, DEVIENT INFINL. o
~ La {onction T e,

se pr Lscnlt* 5011s lu forme d’une ionutlon mér omorphe ite l . niais olle e
. peut &tre mise d’ une infinité de maniéres sous la lorme du quol u:-.nt de E
. deux fonctions cntmros En effet, on ponrrait dcriré:- | . P

N{) _ N@ G (3
| DH  DHWGEH |
G (3) étant une fonction entiére quelconque de l et si. lon veul que la;
fraction du second membre soit irréductible, 11 snlﬁt de pmndl @
o | G ()= 0 | |
H (3) étant une fonction entidre. En par-l.i-culier NOUS pouvols pmn-dre':. '
S % _ | |
Hey =¥ M0
=1 & . - o
Alors le dénominateur D(x) G () resle une fO}”tCtIOH entiéro, et le
développement de son logarithme est ¢ méme quo celui de log | ,(3,), en
supprimant les # premiers termes.

Ces considérations prennent surtout de I'intérét dans Tos cas ou la
méthode de FREDHOLM nosapphque pas 1mmcdldtemont et ow il l“aut




L r:ecc'm-m a la "énea allsailall exposée par FrREDHOLM pages 384 ﬂqq : prir :
'Ie moyen des noyaux réitéres.

La ‘méthode de Frepuouym sapplique .hnmééli;u.'i;emenl; lorsq-w le o

noyau f reste partout ﬁm suppﬁsmls maintenant que les premiers
n(:}}du\ 1@1?01'0\ - | : y

, St fo S

" deviennent infinis, mais que f, ot les noyaux suivants Skt oen
resteit partoul finis. Nous supposcrons de plus que les intégrales

ff,(a;,y);, (7). by ;, (z: 1,2. ... ad inf.)

restent finies. Toutes ces conditions sont remplies dans T'hypothése

+ laite par FBFDHOLM dans son § 6; cest-d-dire si le noyau f (m, ) ne-

-+ devient infini que pour z =y et comme (.U——f/) 0l o <

L’équation (1) du §1 pc—-}u't alors étre remplacée par I -'sl.uv'ante:

ol ' " - : o

8 () =4 (@) + f YO A R e A o A o) dy

est une 1’011(;ti011 cornn ue. La méthode de FrepmoLy est alors immé-
~ diatement d]lpll&lbh} a I'équation (1 bis), et on peut la résoudre par une
. JOI*mulc analogue a la formule (2) du § 1, ot Uon remplace \(‘lllt‘lllbnt X
par X%, fpai f,, el ‘4 par @. Si nous cony enons ’éerive N (x, £} ot D -(l,f)
au licu de N (3) et D (4) pour mettre en évidence la fonction £, la

" nouvelle formule puuna s'éerire : | I =
' -' . . -7 . ’ 3 \\': '}\R ) 7
@by o) =0+ f o) "—((),“":“-j}';d"/

ou bien encore

(2 ler) =4 @)+ f ¥ () Dl()_n(}) dy

Pour défini Ny (3), nous p(»snrons

S D Y AR 2 fumr =F(w, y)

et nous aurons alors _ ' . |
Ny () =F (@) D7, f) +-3nN (22 ) +r~”.‘"‘f\7 (x"fs5 20,3)F (2,) dz
La fonction g T
S ‘ . S o D(}&n ;i:). o - |
se présente sous la forme d’une fonction méromorphe ; et nous sommes

v
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3  MATHEMATIQUES, ASTRONOMIE, GRODESIE ET MECANIQUE
certains que.le numérateur ctde dénominaleur sonb des séries entidres
"toujours convergentes. Mais il n'est pas certain que cette fraclion soit
irréductible ; il est méme aisé de se rendre compte qu'elle ne est pas
engénéral. En effet la formule subsiste quand le noyau fest toujours
fini; mais dans ce cas la formule (2) est vraie également de sorte qu'ona:
NG NG
i et " . [
DO, fa) DG L)

-

Lo dénominatewr de Ly 4% fraction admet tous les zéros

| Chaydey e |
du dénominaleur de la 2¢; mais il admet en outre tous les zéros
ahy, g, -one
oit'z est une racine 72 de Punité. Cela montre que la 17 fraction n'est
pas irréductible. o ' -
Le probléme que je me propose maintenant; ¢’est dans le cas ol les

premiers noyaux réitérés ne sont pas partout finis, de trouver une
Jormiule anwlogue o la formale (2 ter), mais ot figure une’ fraction
wrreduclible. | '

Bt je me propose d’éliblir que le résultat est e suivant. Il suffira de
remplacer dans la formule (2) N () et D (3) par

N ()=, D)0

ou H () est 'ensemble des . — 1 premiers lermes de log D (4). Reprenons
‘le développement, de ee logarithme '

!

L]

| v
log D) =— L 4> ba :
' s A

by, bey ooy Doy peuvent &bre infims, mais Ny, Drotats -.- sont finis.
- Formons alors la série
K (}) L A0, A D ;\"'*‘gbnq.z

» 741 n+2

- "

Nous montrerons que la série K (3} est convergente pour les petites
valeurs dex; que ¢cX® esl une fonction entiére; que

CK ) v Bt

est ¢également une fonction entidre; saul pour @ =y, auquel cas
quelques-uns de ses coefficients deviennent infinis, .
Revenons un instant au cas of freste fini; et reprenons la formule

(9) du§t =

| NG & - 2
! L s ;\h
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H. POINGARE. *— REMARQUES DIVERSES SUR L'EQUATION DE FREDHOLM 9
Si nous revenons au cas ot f, est le premier noyau réitéré qui reste - =

fini; ¢t si nous change(ms Aen a® et f en fa, cette formule deviendra: -
" L. . .l“ _. \ I .‘ . .:_]l

N
A”, f
ou, en mettant en évidence 103 variables @ et Y,

E't )\uﬁ;a} ?f) — h . Do .
= " nbeen (2041
oy =2 )

d 0l, en supprimant pour ahwﬂ‘er les indications X* et f, devenues
mutl[c:-, ' '

(4) f}-—%’—@d.@:}_‘xﬂhbmn K s

et - : o o |
"N (w2, : Sl o | |
5) f——(D—-—?L) fily, @) dody :21"’*. f frbeir (@, Y) Ji (Y, @) dw dy =

- - }-‘ wh bn h-—}*n»&-‘h ‘ '

h)

Anh nlu{»—n - ‘ o c : T

'M’

Reprenons notre fonction K (3}, nous aurons :.

d K 1 el -
—_?ﬁ—'_"n" On A" bmw + X g - -
le sccond membre peut s'éerire :
/L--l Anh bnhd—-n + \u}: )‘n.ln bnh—-}nﬁ-lul_ _{_ . __+_ }‘ﬁ‘-—i-k—l ¥ lﬂ=l& b;}b—l—-n-{-k_ + . B '
RN A D |

. ou hien:

N R —n—1 N (2.2
(G) lzl-—lf (i’ a’)d +> A!:-i-f—-l f : (T’)? J) f (y, )d?}' d,j

Mcl

Comme D=D{*, 3} el N (@, ) =N{" ﬁ,,w i) sont des tonctlons

entiéres de i on voit que I'expression (6) et pm compquent i est une

fonction méromorphe de i ¢t que les infinis de cette fonction méro-
-morphe ne sont autre chose que les zmos de D (3, fa)-
Or daprés FREDHOL‘\[ si 'ona:

Do, f) =0
et siaL est un zéro sim ph ce que je supposerai, il existera une fonction
ok (@ ), et une seule telle que: | _

) o ox (@) = X% f ok () 2 (2, ) dy.
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oo, dlon | | . ~

:*{,(-L' . - . ) * '

bl - O[S ()] =S ()

& " colle relation peut s’éerire

oo (This) ok (@) == 3 57 oxc ().

L onen (h'(ltut | | , ‘

e Sk () =38 g (2) = 4 S S 9 (]

fT ) ) T . . ] . C
e sorte qua Sm{( ) sera aussi une solution de’léquation (7) ou (7 bis) ;
e (,ormue cotte équation ne c,Ompm le quune solution, on devra avoir :

S Sox () = a9k (@)

& adblant un coefficient constant.

On en tire |

S S gx () =* o (@)

. d’ol, en comparant avec (7 his),

"- ' lf;{

t ' Cee _-.- . . . 1 ) N a¥ - -‘r |

ce l'-ewen-l; a dire qu’* mt Ggal & W & une racine p.l-:cs de Vunité.

K

2 -Nous poumons EOU_]OUlb choisir ‘i de telle ligon (que cetle racine n'g

B  ex (@) =)k Sk (%)

tzt o En ,_go-n_vfm'an_t de -poser ;.

\IAIH]"‘M&TIOUI'!.S »\SIHOI\O\{IE Gl*"ODl’Slh FF MIC.&;\IOUE ’

. f‘” (?/)ﬁ (a’},'y) d;@/zsp?('m)_ o

soit.égale & 1 et ([m, Pon ait:

On obtiendrait un résultat analogus dans le cas 'une vacine multiple;
je ne reproduis pas ici Panalyse complole qui a déja été” faite bien des
(AN

| 1013 Cela posé, reprenons notre fonction mé: omorphe —= et propo-

dx

SOns- nous de déterminer le résidu de cotle fonclion méromorphe pour

le pole h=1xk et pour les poles correspondanls k= a}.h, a étant une
racine n® de l'unité,
- Gherchons d’abord ce résidu pour

"N i{x, ® .
f | (D, )d:’ﬂ-: X 3 D hgen -

Cette expression n’est anfre chose que

. ~ dlogD (3, 1)
.. TTar




L - r

Son I"Obldu est don(, — 1 si i I'on:considére »* comme, ld vauahle s

r"'-*. \

md(,pendanl;e G mt—a du © qu-; Ir~ terme infini sera de la lormo R

B e
et ]e 1691(111 cor l-t,SpOli(IdIlL, 51 lon 1epreml ) Gomme Vﬂl’ldh]L e‘st N &

‘-f':‘;ﬁi.* o L L I s ta C - - "‘.i.'“; . s w«:')

‘(‘ . . _.;‘ - - _.‘ T?} _,r;u_.l ““

c ost~'1 (lue : g—-—-—;; ,1._,, pom l(~ péle ik et — — (a lr\ )‘“" pom e

. 7. | R
pole d)nh. Pour 10 premlcr toemie do le\pre%lon (6), le 1'ésldu est donc .

,' -;* ’rant p{)m le péle AR 'Im* pour lﬂ pblf‘ @ hg. Conmdérom mfuntf*nant
Ie tcnno gén[’n al de l(-,\prcsamn (6) st - duc S

i DR ?\”""A"“‘f @ ‘/ ﬁ, (v, ) da: (hj

O e s D _'

. \ (x ,,,) o A

etk

o .

PTG TR T

‘;
i

comme la valmhlc 1ndcpnndanm sera ‘une lonulon de el dg/ de la :
forme ¢xc () bk (¥),:en vertu. d’rn theoremn’ connu; d’aprés ce qui
; ,.--‘;gpl,\-éc_,_e(]_e,,- le résidu par 'I‘%-"lppf)ll,- axde ! . . \

“sdevra élre

Lb Ib‘bl(]u de

. 0

~ N, %)
D i

i

el celui de

ﬁ, ”, cz.sz I .

L . .
. Lo o o ot .

. et plus goneralcmmlt

f?n( )dm "/ﬁ» Y, ﬂ)dwdj T

Mfus on a d apreq r (’-quahon (8)

;. P

R fspx(" @) /> )40 = S 9s) = i ()

?K:(f”)f}.f_(% )df ———Sf’mx(?/)::;; ok (y) ¢

K ‘e

pom’ l’*——l"- en COH\I{]LI’ mt_ de nouvezi_.u 1"" |
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, ';‘- f~ -_-E_“z_. CRRROH T s L e T , ﬁt’_l :
‘Le résidu cherché sera done | L
o 1 - - o 1 - _ _
w J ) by =—5¢ .
IL - ’ . . .

o

et par Iiappovt al:

1 1 S —n p’AI n
' e ———— —~pyt— .
. o 7 A %’{Rﬂ-—'l T 73 K *

pour le pdle A= aix; pour le terme correspondant de I'expression (6),
qui est affecté du facteur A=+—1; it faudra multiplier par S

Aﬂf-rp-—] o (Q -}LK )n-{;—_p--d

de sorte qu'on trouvera :
Rt el | |

" :

-Nous avions trouvé pour le premier terme de P'expression (6)

)

.-.-._—--:'—-n-———-—-o—a
n n

de sorte que le résidu total de Uexpression (6) est

p=n—1 .
175
— — »af.

7.

: . p=0 )

Cela fait — 1 pour 1o pble A = i, cestd-dire pour =1, et 0 °

pour le pdle A = aXx quand a est une racing n¢ de I'unité différente.de 1.
Ainsi, U'expression | |

est une fonction méromorphe de A dont tous les résidus sont -ég:aux a0 ]

ou & 1. Donc I'expression '

_ 31 bn- — }\n bn-{.—[ T
’ i

eK (i .
sera une fonction entiére de x. _
Il resterait & établir que o :

' ’ o .
) : . A » Iz
9, 200 o K0

est également une fonction entiére de x.
En effet nous avons d’aprés la formule (2 ter)

Loy N
L= g - |

. ce qui nous prouve que 'expression (9) est une fonetion méromorphe
.de 3, qui ne pourrait devenir infinie que pour D (3, fo) =0, cest-d-
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*

- dlre pour K= lh el pour X ='aig. Comme K 0 annule pour A=k,

nous voyons que l expr e\smn (9) C est a- due

OIlJ "ai ccmt D au heu dc D x“,j; Ieate finie pour A= AK ; il mé resiea .
montrel que N {7 ) S fmnnle pour A = aix ; OU que le realdu correspon-'

1

N;
dant de -—D— eqt: nul \ous avons donc i evaluer le remdu de .

- - ;f. s RS . - .

el - LI

| N___ w 9 “fN @2

Le 1. termc dufad mem}n d (10} ne devient pas infini j.le second a -

-'pour 1@31(111 Lo “ |
D ox (@) $x ()] —=
. - : - Tt Ax |
et le troisiéme - '

. \Tous sommes donc amenea 4 c,alc,uler a

f%x () for (2 y)d~-

Noug dcmonh eron‘s blentot que l’on a

@ - f (R 59 05 =R )

t

“de sorte qu’ 1[ v1endra pom notre résidu :

a—1

S TS L a? X ox (@) b (y)
el pom le résuln total de I r-\pmssnon (10)
o . 1 a—1 .
X = M o () i () Z a? =0.
| e o

-

Donc -l’expréssion (9), ne dnvmmnt mhme ni pou: A=)k ]’ll pour l:-_-: g,

est une foncl 10N entlel e,

C.Q.F.D..

. Hnous i_'este a démontrer I'égalité (11). A cet effet, remarquons que



P

.l'{13])is)ﬁ - lp;t(. )_‘__@’J\Kf h()f( )(l?j

(,elul de%' (J g;s) étant zp;; (y) ph( ')ﬁ.', noug~v0y0ns que n!m (! ) Gst

" _'f (y, )ce que i3 (w) estd f (fz} J). Alms de méme ([11(‘“ 1 on (1
e =k f s S0 ) 2
. “_f;.'et que %( .') ,,st ].':1:50111(, solutno.n de celte equauon. de méme on aura'
T we=k fx mf wo)dj

- el; i () sera la SGL[]L, 50111[.1011 de cette équal,lon Do lequanon {12) nOUS

-

T

“ L 2
N\

N

.+ avons (]Ldllll} R L : R

-' "l(B ‘Pk (99)-- pAJLf!Dh(J)f(‘fB 'y) d?{

g étant une 1 acme e (Ie r unm ,-de mémé-de '_(12 ]).Es)f"nous déduirons

o,

’ tant une racing n° de I’ umt,( ct 11 reste lder vow (que g = 5 = 1-
f

- Pour cela romqrquonq que j,,+1 étant Loupurs fini comme f,,, HOﬂb',"l
. pouvons raisonner sur 'un de ces noyaux comme Sur lautre. existera -

donc’ cies fonctions cp K .(fz;*) el 4, ) Sdtl\ldl\{lllt QUL qumltons .
(’M)' : 9k (@) = ‘:" le&?'ﬂ(iff)f ‘J('-’%?r?f-) @l-?j e
(14 e ¥l () = f V)t )c-z y oo

4

.y ety dlant deux racines # 15 de l umlp b u.t aw\ d(‘ voir ‘que ?'x
o est t.,;:,dl a PK, ot 4» K g 3 SABS quot on mualt. | -

’ ..ms...

9k (m')’z Y AR f ¢’k ('3/) f (@ J);d 3/ ,. e o

Vs o) = "'*’fn sy

- o

'ot nous devrions c,om,luu quL D (3" 7a) dallnet ouuc ld lacme kh les
~ racines y" Xg et ¥ X', G'esl-irdire plusieurs racines (dmm A monm ou
~ “ung racine double) de méme module que Mi: Cela: n’atrivera’ pas en
gém,ral (et il est ausé de voir comment on devrait raisonner daus les (,ax
Xy etceptlon) L

.ok .
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L) d

- 1 I'aut donc que - o |
. : ) ’ .- ' o
?']{:::?_l{, ‘{»‘K:t_'tpﬁ, ?:;6, _ ’:ﬁ

I.{.n — g — 1, ‘an = pin = 1 ;. _.r?l. _.____.Yﬂ+l — .I"_”l — T’n+1 - 1

‘
)
:
E
i
;a
¢

P
o

L
"
7

C
Vet

T et -

b

b

d'ol enfin o R S
: ry=x =1 E L

BZ et & SIS

TN
-
wr

L’équation (13 lns) s’ uu ¥it alors

i q; =) f i (y ,oydy f

..
LY
:
R
F s s

el il et alw :I en'‘déduire -
ww =% [ hpady
¢e (qui n'est aulre chose gque Pég qauon (11) gu’il fallait démontrer.

§ 3. ORMATION DE LA FONCTION MEROMORPHE.

]
A

On peut tiver do ld une fagon de calculer les divers termes. du déve- K
- loppement du numémteur et"du dénommateur de notre foncmon méro~ Lot

morphe. Nc}ux avons irouvé plus haut : . I
- ] " \' " Ya S : T
(’1) i lOg D (:,&) = — L - ' , _ y -

+ formule que nous avons déduite de la suivante ; L
. D)= L( ) = L e e
{2) nt o Lo

Z i . (___;;aéa)a (—“J-Bbp)b (——“A?b.{)c (____wéba)f o : '__‘,:"":
alblcia_{! T/ 5 Fa 5/
Comment pourr Ons-nous passor de ces (lcveloppements i ceux de notre o
“nouveau dénominateur ¢X % et de son logarithme K (3). Powr passer du =~
~-'d0v010ppement (1) & celui de K (»), il suffit de supprimer les n-—1 .

" premiers termes, . ¢'est-d-dire de remplacer "0, bs, ..., b,_y par 0; on -
- obtiendra de méme le_développement de eX en partant du (lueloppe- o

. ment (2) et en y xempla@anl by, ba, cens bu_.; par O Soitdonc: . v
(2 his S KN — ﬁ( ) . - L :

(2 bis) e Lnt S o

- Nous avons trouvé plus haut | | R Ce
a,,.::\“‘af(S)‘-—L...b“bﬁb by o

Pour obtemr &y il xuthm dums le 3¢ membre de cutte double g ahte de o
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I.enlpmcer'b“-...,'.b,,___l par zéro. Mais « (S) provient ile-l_’imégration.
d’un des termes T (S) du déterminant '

f(ﬁb';,fcg ‘s n wn)

Ty Wy ... Ln

et b, de celle de la fonction f (@, 3, ..., Z,). D’ou la régle suivante
Qumnl le noyau deviendra infini pour  =.y de la méme fagcon que’

w— oy) oll « < , on pourra. former le dénominateur de notre

lonctlon meromorphe en appliquant Ia mglo générale de FrEpHOLM ; ot
par conséquent, en partant des déterminants

f (m,, Lay «-- .fr;,,_)
Lyy Wy -v0 Dn
‘seulement il faudra supprimer lous ceuw des termes de ces ditermi-
mants qui contiennent un factewr de la forme :

Sy, 24, 95‘ eon @y, @) = [ (W, Bg) [ (g, ) <. [{an, 0,) S {20y )

les lettres Wiy By Ly oo ey Doy Dy fmmum un cycle de mozm de n
letlres.

La méme regle S apphquc & la formation du numérateur.

Dans le cas de n = 2, il suffira donc de_supprimer les facteurs de fa-
forme f (@i, 21), ¢’est-a-dire de remplacer dans nos déterminants tous
les lermes de la dmgonale principale par zéro. Celte régle, dans ce cas
partlwller avait déja &t trouvée par une aulre voie par Hi.Bert dans
le dernier paragraphe de-son premlm mémoire (Gotlinger Nachrichion,

©1904).

§ 4. LA QUESTION DU GENRE.

FrephoLM a démontré que les coefficients de la fonction enticre
. 1 '
D (3) décroissent comme (n") 2; et que la décroissance est plus rapide
encore quand le noyau f (@, y) satisfait a certaines conditions de conti~
nuité. Si par exemple on a:

) | fl@ ) —f @) | <Aly —y I
| | fle,y) —F@y | <Ale—2'?

A ot « 6lant des constantes, les coefficients «, décroitront comme
)" R

D'un autre cOté, HADAMARD a démontré que si le »® coefficient d'une
fonction entiére est de ordre de (n“)""% , 1o 'genre de cette fonction
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entiére sera E, en désignant par E 41 I'entier inmédiatement supé-
rieur a X, Si ) est entier, il peut y.avoir doute et le genre peut etr
Cégaladouwdx—1.

Donc le genre de la fonction D (2) dépend ra de I’ e\posant a qui ﬁgur

dans les inégalités ('l), il sera zéro pour a> 7o il sera au plus égal 3 ai

[

{ |
_pour « > 0, 34—2—-, et enﬁn au plus eg&l a 2 pour a = : (). Sl donc le

noyau a des dérivées premiéres finies de sorte que o =1, le genre de
D (3) sera certainement nul. . *
Nous pouvons nous demander ce que devient I'oxposant a quand on
passe du noyau f (@, %) aux noyaux réitérés successifs. Supposom que
[ (@, y) soit de la forme :

o=l (<-12—)

¥ (2, J) étant holomorphe. 011 peut alors établir I’ uwmhlc :
L@ ) —Aey) <ale—w e

- A étant une constante. La fonction

| D (2, o)

~sera donc une fonction entiére de genre e () par rapport a A2 pOunu que

Fexposant 1 — 2 « SO[IJ plus Grand que -

(JI pta

) © ‘est-d-dire powrvu qne

@ "—.'

‘Sialors le noyau f(, y) n'est pas partout fini, Ta fonction D (3, f)
n'existe pas en général, mais nous pouvons, comme dans le § <~ 2, former
les deux fonctions entiéres )
] R0, 236 /o 6RO ;

~on a d’ailleurs | o

D (x ,ﬁ) — pK ) gK (=N |

- La fonction X 0 sera, en général, dans ce cas do genre 1, de soxte
que ¥ ™ sera le produit d'un certain nombre de facteurs primaires de la
forme : | S '

| P (1 — v 3).
Le facteur primaire correspondant de e¥ (=X sera alors :

' e 8 (1 + 1)
et celut de D (v2, f3) sera |
]_- —_ .‘,7 y "‘-

' ce ([l.ll t,\phque que la loncmon Ly (22, /) soit de enre z6ro.

~t [
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¢

- Les IOSIlltll.b des trois premiers §§ S"afpp-i’-_'rqunt sans .o.l'laangement

lorsque les intégrales-et 1¢s fonctions connues ou inconnues qui figurent

dans 'équation de FrepHoLM sont des intégrales doubles ou triples, et
des fonctions de deux et de trois variables, au lieu d’8tre des intégrales
simples, et des fonctions d’une seule variable. Mais il n'en est pas de

méme des résultats relatifs au genre que nous venons d’exposer. Le

genre ne s'abaisse plus quand les inégalités (1) sont salisfaites, ou plutdt
il s'abaisse moins rapidement. Un résultat subsiste toutefois, et c'est le

‘seul qui nous imporie, le g Jcma de D (a) reste tougours au plus

égal 2.
Comme 'aillewrs nous avons :
D)
D)

et.que I'on peut écrire en décomposant D ( A} en facteurs primaires

Yo+l g,

i C A

szn@_a% o .

% étant les « valewrs propres » de l'équation de FREDHOLM, ¢'esl-a-dive

les racines de D () = 0 et Py étant un- polyn@me du 24 dogm au plus;

DI (}‘)_ - l ' | ] .__‘ ;\“‘ . p
D(A) ) ;\___A +>“P‘—““’”LL'1?+1 + B P

» A

e« . . i 3 }o D ‘

(’oit en identifiant les deux développements de - et remarquant que
2 P’; ne peut donner que des.termes de degré 0 et 1.

@ S b=

égalité qui est exacte pour 7 > 2.

S 4. TENTATIVE DE GENERALISATION.

il -

Aur § 2, nous avons donné une regle pour formex notm fonction
méromorphe de X, quand le noyau f(x,y) peut devenir infini, tandis
que I'uni des noyaux réitérés successifs f. (@, y) reste partout fini.

On est naturellement amené A penser que la méme régle restera
applicable dans des cas beaucoup plus généraux & savoir :

10 Si les intégrales
S reavee

sont finies, saaf-pour .de:"; valeurs exceptionnelles de @. °

/
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- . o f ) -

.. 29 Si on méme temps & partu dun " cer tam rang, les no-;1ib’m$ e .o
nous avons appelés &, sont finis. S

Il est clair que cela peut amvpr'dans des cas oh -tous [m‘ noyam
Jw (@, y) présentent encorve des infinis, et l'on peunt se dmnander'%l les SR
L wglca des §§ 2 et 3 peuvent néanmoins &tre appliquées. LT ,

- .Je me bornerai au cas ol toutes'les zalewrs propres k; sont rwlles et
posmwes Les théorémes de HiLBErT nous permettent .de reconnaitre =
(lam quel cas cela a cer tainement licu. Ainsisile noyau est 57 Jmetmgaac o i
- les . sont ccertainement réels; ils seront posmls quand:. la.- forme - -
- _- qua(lrathub qui.cor respond a ce nb\mu sera définie ; et par eu,mplt,, -
st flw, y) est un noyau symétrique, les \aleurs pIOpres relafives au ..oho
~ noyau redoublé £, (@, y) seront réelles positives. S
. Cela posé, nous supposons que notre noyau j(fr) J) sylm,tmquf o
devient infini- pour certaines valeurs dew et de y7; par exemple en
- certains points: singidiers ou sur certaines lignes singuliéres: dw plan = = -~
© des xy. Nous emplonerons le méme artifice que M. HiLpert 4 la fin de
son preniier mémoire. Nous subdiviserons la partie du plan_des az R
laquelle. s'étend - Tintégration (c’est-a-dire, _par exemple, le .carré °
Oz, O(y(l si les limites o intégration de I'intégrale de |
~ FrepnoLa sont 0 et 1). Ce carré serd ainsi divisé en deux aires A ot \’ "
que nous assujettirons aux conditions suivantes : 1° Tous les points Lll
lignes singuliéres devront se tronver dans A% 20 Chaume(les deuxaires .
A et A” devrait etre symémque par rapport a la droite x=1y.: \‘om
définirons ensuite un noyau symétrigue 7 (2, y) de la fagon suwante:

oy =flmy) [dansA) o F (@, y)=0 (dans A
~Nous désignerons par 4 et ), les valeurs de ces quantités qui Lou'cs“ o
pondontd i, ?/) et par)\ et 0’y les mlmlrs des qn(mtltes COrrespon-

- dantes pour f"(@; y). - | S
. Nous ferons ellSlIltP't("Ill‘]l'ﬁ laire A” vers zéro, (le belle -01143 que- g
tende vers & et b7, vers b,. Le noyaw f(@,y) étani symétrique, -les x;

- seront tous réels, et nous pouvons nous arranger de fagon qu'ils soient |
. tous pocutils Comme le noyau f” (w, i) est p(ul;out fini, 105 resultats du
S 4 ser ont apphmhlo» of NOUS aurons : - | |

) | | b,,..._}m;‘*i. :

' i
\‘ous suppoaorons los A mnom par Ol‘([I'G de gmm[uu crmsqante. \’ous
anrons (‘nsuite

bn = lim f)’,,,.

-

. n . L
o Je d_i‘s-d’abord'que Vb, tend vers une limite pour % = Ln F‘ffbl, lus
. ,

W LLJHL réols pOsll,ll*z., los quantltps Vb n Sont pOsltwos ; de plus ona: _,
shoL e E} ngl < ,ﬂ:’\,rl, b’ >)\’__n U t l4‘ S \ .
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d'ou o
| : 1 R 1
L o ¥l ’n+[ -'n+1 s n
: S s < b A Y
- et enfin '
1 1 1
S frdel ‘il ' ted] ‘u
R /%4 )_, bl O b

11 .

, ) " ’ o _ . .
Les quantités V07, vont donc en décroissant quand n eroil; il en

‘ o - n ' .
résulte qu'a la limite, les quantités Vb, iront en décroissant quand » croit
(ou du moins ne pourront croitre) et comme ces quantités sont positives,
clles tendront vers une limite pour n =0 ; cette limite, je 'appelle Ay

Je dlS manman que 'on ac | \

v

- ' = lim ),
" Observons.d’abord que, au moins si n est pair, U, va en croissant

quand n élanl constant, I'aire-A” diminue, on aen offet :

b ),,__ff (@, y) f (?j,’l}‘) f"[)dJ
- Mais le noyau étant symétrique, eelal-peut. s'écrire
Dow= | f*( '3 @G, Y) d’b‘(b/

el &’ aprcs sa définition, f75 ( ne peui que croitre quand Vaire A’

(lumnue ; on awra denc, sin ebt pair :

0w  ne

De plus, pour 2> p, "aprés notre hypothése, les quantités b, sont
finies ; nous aurons dong, si p est un nombre pair suffisamment grand :

h]

" Les quantités

- [

| ‘ /-

“vont en croissant quant 22 crolt; il en est donc de méme des linites

, VErs lesquellés tendent ces gquantités quand Paire A” tend vers 2610,
c'est-a-dire de -

bﬂp{-l_
b'ﬂ»
- sy b, +1 b 41 | | ' . .
Les quantilés bﬂ ot l") tendent pour 7 = o, vers les mémeslimitos
ki a

LY

quolos quanutPS\/ O’ \/ /N est—a—du vers 11 et A7 mais elles tendm!.

.
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VOrs ces hmiles en croissant, tandis que \/b,,, \/b’,,, tendent vers ces
" Timites en décroissant. On aura donc -

)u-—}*l

— . n+[ '
\/b u' _1 > b R \/-z)_n> }‘1—1 > b

d’ou

Dy oy Daap
NG <A‘ 1 pi .
b

“* On tire i:le 1a:
| Wb Y <bp =
| . <bn<bp’\p——n - : -
) o gy

3l N — W y _p
* %(%f) < bn-—p AH’—P:- _ ) f\i (‘_) > b ; | ;‘—.

Nous ne savons pas encore si »’ 1 tend vers une limite quand I"aire A’
tend vers zéro ; mais nous pouvons parler de la limite supérieure et de
la limite inféricure de 1", ; je veux dire que 2"y oscillera entre deux .
limites, dont 'une tendra vers. hm sup 2", et autre vers s lim inf. 2y
quand A’ tendra vers zéro; 4 la limite les inégalités (2) deviendront

- dong (puisque lim ", = b.) : | o

(3)

Mais comme nous “pouvons prendre 7 assez grand pour que les
seconds membres de Tinégalité (3) soient aussi voisins de 1 que nous
vouch OLS NOUS POUVORS Ger ire.: | |

lim. sup. »” 1= llm inf, A’ g '
B de . 1 —— — . . {

— p bn—-—pln-—p, ‘ >b \n)t .
)ii: _.r I Al ‘

ime sup ¥, . lim inf 2,
. - L=y >
c’est-d-dire : | . ,
liln :"\,1 prom :’k.l-- -

‘ C. Q. P
On verrait comme plus haut ue les quan't,i.tés '
. 1 ' ]
u KT = 05 N
vont en décroissant quand »n croit indéfiniment, ctquol aire A” demeure
constante. D'autre part on a |
' . lll]l (b 7 ——A 1 n) = bn—""':j\.r” .
quand 7 restant constant, A~ tend vers zéro. On voit qu'a la limite

|
(a7

+
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Et ainsi de suite.

grand que I'on veul. On'a en effet

-

cl(}umtquandn croil. Cetle &.\pleSSlOH pou: nn=ow, lend donc vers

unn limite que jappelle 33,
On ver ’I.‘:’llal’, enSmIc que les L\pl(}%“élﬂﬁ% L y L
B
0. — Vo
et par conséguent |
| - . N _ bn-—l—-l ____A;—n_—.l
| b — A

vont en umssant avec 22 et on en déduirait le 8 inéﬂ'-‘ilité's

R e R

: | B l--n < bﬂ — A_n < (bp ____A;—p) p—--n < 0 p——ﬂ

-

el;, en uusonmnt nmulte sur b, — a7, b — 37", Vg elag, COMMeE nous

l
-/

lmons fait sur b, b%,,7%", ot 3, nous verrions que

*

hm 72y = 3s.
~ Je dis maintenant que si nous considérons la fonction :
' )\p bp ,\P‘f‘l bp-{-t

- ¢'est le logarithne d'une fonction entiére de A So-i.l; en effol’

K=K Elog(iw—)——-zﬂ. |

- f=1 -4
- Nous aurons pour g>p

.‘——'b _ q_'-‘A;-qwl.l"_,—A};‘q

- et par conséquent

lim \/cq =7

La fonctlion K, (1) est donc holomor phe pour [ x| <37 Vetilen est
de méme de ¢¥, ou de

CKiII( 1 -————) = kD),

i=l
Mais nous pouvons prendre / assez grand pour que iy S0t aussi

h ]

| Dp > X 4354 .. +-3 >
d’ont '
!
—

> ()
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- "-r"
-

Donc e reste holomorphe pour un InO(]lllP de A aussi orand que 1011 -
- Vbut Cest donc une fonclion entiere. ‘

CQFD

&

SIS

it faudtalt pour c,ompléter le rf‘-Sultat démontrer. le méme théoréme

en ce-qui concerne le numérateur de la fonction 11191011101[)]163 Je me .

. propoae de revenir ultmmurement sur cette L[U(“SLIOII .

]

§ 5. EQUATIONS INTEGRALES DE LA 1 SORTE.

11 y a des cas oft la méthode de FREDHOLM permet presque immédiates |

| ment I’ mu,gl ation des équations intégr ales de la 1% sorte, c'est-a- due

de la forme : |
S rememdy=s@

6l b (@) est donnée et o () inconnue. Soit par exemple :

g 1 A
W oo f@(y) (e 43 f @, )] dy = 4 (@)
~ Dans le cas de A-—-—O t,lle se réduit tout smlplement a T'équation de -
Foyrikr,. |
. -+~oo’ ‘
) f o (y) v dy = ()

" J'otl 'on tirerait

R
2api@)= [ bl)eiy
. Posons alors: S | -
' o . + |
o )= fe@emas

ot
| + :
2n0@)= [ y)emdy

I'équation (1) deviendra :
| | o i , . .

@  2sel@ - [epRs@oedsdy=ie)

D
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-

et prend ainsi la forme d’ane é([llﬂthIl de Fm« DHOLM, ou ¢ (%) est la
fonction inconnue ¢t ot le noyau est

(w.2) = _f Flew,y)e= dy

. Quelle est'la condition pour que la méthode de lﬂwnuom soit dppll-
cable & I'équation (2) qui peut $’écrire

-+ G ' .
7zqr(q;)+Afcb(z)1{(w,z)dz_——..\p(w).
= 8 '

L’intégrale élant prise entre des limites infinies, il faut chercher
d’abord & la ramener & des limites finies; c'est ce qui est possible si
K (@. z) s’annule pour 5 = + o, et est pour |z} trés grand de Uordre de

- |z]7*, ot 2> 1. Si nous posons en effet | -
' a}‘:tgf, Z:tgc_
I'équation prend la forme:

"
| - &
2na(gy+1 [ oYK (s, 8 oy =489
5

OU MiCUX eNcore posons :
w=1Ig*t, zZ=1igk{
- & étant un nombre suffisamment grand pOur que
k
TV
ce qui est toujours possible si 2> 1 ; notre e(]lldllOll deviendra :
+~ .

. NI |
b (1g*3) f kb (tg" ) K (1g¥, @) g gt ‘iwgg = v (1g"3).

s r‘

Nous voyons que le nouveau noyau

. ,l
EK (tgks, tghy) ght
(185, g8 "1
se comporte pour § = i% comme :
tg—-hk tgk-—]t 1

cos2 c',
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c'est-a-dire comme : ,
' o (cOs Qkr—k—1
el par conséquem,,msté fini, .puisqud -
“ hk —k—1>0.
Pour préciser davantage, NOUS SUPPOSELONS (UE :
| K (@, 5) | < As—

A-élant une constante indépendante de wet de z, et l’in'égulité subsistant
pour toules les valeurs de @ ¢t de z depuis — oo jusqu'a + oo . |
A quelles conditions cela correspond-il pour f (@, y). I faut d"abord
-que la méthode de Fourler puisse étre appliquée & fla,y), cest-a-dire:
1° Que. f (w,y), considérée comme fonction de y, n’admette qu'un
nombre fini de maxima et de mlmma (quclle que soit la valmu constante
attribuée a o). S . . - -
20 Que f (@, y) tendent umtormement vers zéro, quancl y tend vers
Iinfini, et cela quel que soit 2.

- Si nous supposons, de plus, que f @, § Y) admet, des deuvees des deu\
d
- premiers ordres ; que ch tend ull;formementyers zéro, quand y tend |
- . y " . . ? ) .
vers I'infini et que

. sz <
dy* 1+:t/
et qu enﬁn--z-—-n ait counnef quun nomhre fini de ma‘(mm et de
wy-

~“minima, on aura, en mtegmnt par pdl‘heb

df1 f
=iy —_— —iz o po—izy__ —izy
fjr dJ fe J+ A e d?j__e _d‘/

et, en pr enant ponr limites 1 J =tw,

. + ' ’ .
z —ffcw(gfy — --—-1—- %{ ’—‘“!f((}/

- M=
2, 2) M .
<| | fJ =i

Et comme d’ailleurs | K (':0, z) | reste fini q-néme pour z =0, on voit
que les conditions sont remplies pour que la m(,t.hodf, de FRLDHOL\I
. SOIt‘lpplluclble. ¥ - |

Hest & peine nécessaire. aJoul;er quelle le serait dans des cas
heancoup plus géneldm\ el qu il Sm'a;t aisé de déterminer.

€’on

-
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| (;hmuhmud apphquer le méme plmolpt, A des sér 1(,5 ..umlomnys a
. j wl[cs de FOURIFR ol écrivons :

3) | (@) =3B An L(,“M+Aam (0 )]:..

= Partons de la formule de FOURIER, en posint :

on
2= wm= ] ¢ (Z) e—imz (,Zz-’, @ (f) =3 “Xm_ (Jimz )
a ,
notre équation deviendra :
L o

(4 Y= 4—-2-Tt o (2)E e fy, (@) dz
' 0

Dans l'équation (3), il s'agissait de déterminer les coefficients A,
connaissant les fonctions ¢ () et fa{x), c'est-d-dire de développer la
fonction donnée () en série procédant suivant les fonctions e+
An(x). Dans '¢quation transformée (4), il sagit de déterminer la-
[fonction inconnue o (x) connaissant la foncltion ¢ (z). Les deax
problémes sont manifestement équivalents, mais le second se raméne
- & une équation intégrale, ot la méthode de FREDHOLM y seri d])])llf.,;l])le
| pom v que le noyau

. o .Y g—ims O (56‘)

soit, toujours fint.
Clestce qm arrivera wldemmmii si la série

2| fn ( x)|

est absolument et-uniformément comf-ergénte. S
Soit par exemple a développer § (), pour les valeurs de  comprises
entre 0 et 2 =, suivant les exponenticlles | |
' v eit

\’ous pourrons ramener ces exponentielles a la forme

e 4 30y
en posant: )
. A= [, ' h = €™, T = pime |
Orona o
|l | o — 702 | 0

puisque :
.' ‘um T

[ | en,:—-z'fe“dt;

mr

Y - N ’ 1 . I
. -
r ', ' . . e L
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'BI flllOI et} == 1. Commt, o varie de € . A 2 ™ on dlll‘d
|em'<2’lslu‘}u_‘*‘?ﬂl
Il suffit doné¢ que la série

B son absolument et umlm mément GQHVGIg(,an. 0} bSL e qul arriy era par

exemple, si I ona S
o 1
= m o+ ”“;?;

0
’

i

Iei encore, il %mcub alsé ' etenclle le lesul[.at a lll.,\ cAs ]meu,(,oup plup

éten dus. |
Soit maintenant ‘I’éqn,mtion

e
2

e e =

RS RN R A f

ui differe i (142 parce| quq les limites ne sont plus infinies. Nous ne

pONVONS - pas nous proposer de- déterminer la- fonction incomnue ¢,

connaissant ‘la fonclion’ Y el cette fonctlion élant quelwnque ;e

‘probléme serait en général impossible. Il suffit pour s'en convaincre de’
- faire k=0; on voit alors que quelle que soil la fonction o(y), la
fonction ¢ sera une fonetion entiére, qui tend vers zéro quand @ tend

vers l'oo , avec un argument compris entre 0 et =; ot telle que pe=A

tende vers zéro quand @ tend-vers l'e0 avec un .;ugument compris entre
- wel 2 7. La fonction - } ne peul done pas élre choisie arbitrairement.

Ce que nous nous donnerons, ce sont. les valeurs ¢ (m) que prend la ™

fonction ¢ quand 2 prend une valeur entléle positive ou négative. 1l est
- aisé d mlleuts de s rendre compte que ces valeurs ¢ (m) suffisent pour
detouumcx une fonction entlem:, satisfaisant aux conditions gque nous
venons d'énoncer. SN | '

Posons encore - f

1]

() = X \um 3_‘ z 2 nd Am —_ f gww dm

L équation (5) devient alom 3

| (6.)_ 23,4 J pH Aé e~ f (m, ) dy =1 ('m).

Celle équation doit permettre de déterminer les coefficients A et par
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conséquent la fonction inconnue o, quand on connait les quantités ().

Cette équation n’a plus la forme d’une équation intégrale, mais celle
~ d’un systéme d’une infinité d’équations & une infinité d’'meconnues, tel
‘que ceux qui ont fait Uobjet des étudés de‘ M. voN Kocu. L'analogie des
deux théories est, d’ailleurs, évidenté.

Pour que la méthode soit apphcahl&, il faut et il suffit qun le déler-
“mindnt infini converge ; il suffit donc gu'il soit normal au sens de
M. vox KocH, ¢est-d-dire queé la série double en 7 et p..

D | 2m _
m S e fom, gy
N t ) 0 A

~converge absolument. Si f{(m, y) est une fonclion périodique de y avec
une dérivée seconde, nos intégrales peuvent se transformer par une
mtpgration par pdltleb et la série (7) devient

on. -
-y ey
o L P2 (m, y)dy
O -
Les termes en sont-'p-_lus petils que ceux-de la série :

v/ Z}-}% 21,1

sl p-

L

1l suffit done que la série

| B f7(m, 3)

‘converge'absolument et uniformément, ou encore que Fintégrale

S

converge absolument et unif. ormement. A
On voit par cet exemple quelles différences il y a en ce qui concerne
les équations intégrales de la 17 espéce, entre les cas ot les limites sont
finies, et celui oli elles sont infinies, cas auquel se rattacherait d'ailleurs
celul ou le noyau présenterait des singularités entre les limites d'inté-
gration. Je me réserve de-revenir sur cette question par des méthodes
fondées sur I’ itération des noyaux el qui metlront eén évidence d une
~autre maniére les mémes particularités. .




E. LEBON.— PLAN DE SON OPUSGULE SAVANTS DU JOUR 29.

- M. E1 nest LEBON

Agrege de I'Université, Lauréat de I'Académie Frangaise (Paris)

PLAN Pnésemé AU CONGRES DE LILLE DE SON OPUSCULE INTITULE
_ SAVANTS DU JOUR :
HENRI pomcme BIOGRAPHIE, BIBLIOGRAPHIE ANALYTIQUE DES écmrs l*)

r

’

92 Polncaré (Henrf) 5 012 -
1

. — 2 aoltt — .

Cet Opuscule est 1e premier d’'une Collection que je me propose do -
publier sur les“Savants du Jour. Il m'a paru convenable de mettre
mon entreprise sous I'égide d’un nom dont la réputation est mondiale.

J'al cru qu'il serait attrayant de reproduire la partie biographique du
~spirituel  Discours prononcé par un p[OlOlld hlstonen en recevant
M. HExrI Porxcare & PAcadémie Fre angaise. .

Afin de donner une idée nette des prolondes et multlplf‘s mchel ches
de ce penseur, j’ai, d’une part, présenté les Jugements portes en Scu;,nc
. avec une lmute compbtence par deux-éminents savants dont le devoir -

- a été den IPSLHHOI, devant un public d’élite, les principales directions
et les ﬂOI]l])IGHQE‘b conséquences ; d'autre part, msére, sur son récent’
Ouvrage relatif 4 Ia Philosophie smennﬁque ‘une fine analyse spécia-
lement composm par 'un de ses c,ollegues d 1‘1 Sorbonne et al &Cd(lelll[b
Francaise. . o | .

En. faisant pu,u,:lu' clmcuno tl(ﬁ cing pl mmpa]eq sections de mon
travail dappréciations dues & des hommes illustres, il me semble que
j’y ai introduit des éléments qui font"(')uhlier la sécheresse inévitable
de suites analytiques d’ énumérations de tlLIGS d’éerits, bien que. les

- titres vagues soient accompagnes de sobres explications.

(est pourquoi j'ose me flatter d’ atre, parvenu a.composer un Ouvmg

qui soit & Ia fois intéressant pour les personnes qui désirent connaitre,
“seulement dans son onsunhle 1y re de M. HENRI POINCARE, trés
~utile & celles qui e liveent 3 d’ardues recherches dans quolques-unes
- des larges et nombreuses voies qu'il a-ouvertes.
J'espére avoir algnalc tous ses Ecrits omgmaux et les pr 1nc,1pdles
~analyses dont ils ont été le sujet. Ce nost quapres les avoir lus ou
“parcourus que jai donné les références et les renseignements qui s’y
~rapportent. On rendrait service 4 la science en me signalant les omis-
sions. Beaucoup de ces Eerils ont 6té reproduits en diverses langues .
jen.ai cité les traductions que j'avais vaés, ou dont j'étais cer tain.

Enfin il importe de faire remarquér que M. HENRI- POI’\GAR]:., apl'es

{*; Un volume- gr'md m-8°‘ (28-18} de vi-80 page S, papielr de Hol.lande', ‘wvec un porlrait en
héliogravure : Paris, Gauthier-Villars, ]e‘"Jmllet 1909 .
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- avoir ln Ia. partie de, anmanuscl 1twlat,1\m al \lldlysb mathmmnqm,,
a blen voulu- me dormmz(le ptecmu\ consmls pom le classement.

" analytique des Mémoires et des!Nates, et qu'il a aussi lu-et approuvé la
derniére épreuve ('imprimerie f;i-e'cet—@-:]g;}ls'cule. |

N L
. -

v ' . e I e .

o M. C-A LAISANT

. Docteur s-Sciences, Examinateur @’Admission & VYEcote Polytechnique

. COMMISSION INTERNATIONALE DE L'ENSEIGNEMENT MATHEMATIQUE (*)

B1 (07) (062) ®
.~ 2 aoit ~ '

Ala suite de propositions assez nombreuses, qui avaient été formulées
d’une Iagon plus-ou moins vague, soit dans des revues périodiques, soit
dans (les réumons de mathématiciens, le Congrés international des

. mathématlclens, réuni 4 Rome en 1908, a pris une déciston formelle. -

En verta de ceile déeision, une commission internationale est

, cha[gée de faire un rapport sur Pétat et les progrés de T'enseignenient
S inathématique dans les divers pays du monrie. Ce rapport sera plwmtf,
en 1912, a Camln*ldgc, a la' prochaine réunion du Congrés.

Un Comﬂ.f} cenbral de trois membres a 66 nommé par le Congrés de
Rome. 11 est composé de MM. Klein (Gottmge-n)- G-reenhxll(me-¢lm~£}
et Fehr (Genéve). Le comité central a regn mission de désigner les
mcmbrr‘s des (lélégallons atlondles dont I'ensemble c:mul,xlur-m L

| Commlsxlcm internationale. | |

. Umque delegatlon doit s’occuper de. uonaLan,r une sous- cmmnmu)n

nationale; et les nomhreux rapporis pwpamtoum seront I'ocuvre (lm
membres de cos sous- -commissions, ' | )

Nous ne voulons gue[‘e parler 101 que de la Souﬁ-wmmls\lml frangaise,

tout en constatdnt que dans les autres pays on secmble s'oceuper avee
une grande aclivité de cette SOlte d enquetﬂ universelle, et en com-
pmn(h ¢ I'importance capitale. |

La {léleg.mon forme le bureau de la SOUS-COMNUSSION frangaise, qui
a pour président d’honneur M. Appell, et elle comprend trois menmbres ;
MM. A. de Samt—Ge[mam président; C. Bourlel, vice-président, lw-f
- sorier ; C.-A. Laisant, secrétaire. |

-La sous-commniission compte déjia plus de vmgt mcml)u‘% et ne
ceb-sem de se recruter, tant que. des adjonclions nouvelles pourront
(%) Le temps qui s’est écould depuis le Congrés de Lille jusqu'd la pubdication du pre sent volume permet

de donnerici quelques indications plus précises sur celtg importante quesllon, jusqu'oux derniers jours
de l'année 1909,
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devenir- utiles & Paccomplissement e sa tdche. On trouvera ci-apras

L _quelques renseignements sur les Ixnoyens p:w le.squels celle . ta(.,h(, est
- dés & présent préparée. ‘

Le comité central Sest adressé aux gouvemcment% des rlwws pays

pour leur demander la ratification du choix des delc,guéb it solliciter
les concours financiers nécessaires. L"Allemagne a aceordé tne: subven;

tion de 40.000 marks ;1a Hongrie en a accordé une de 6.000 couronnes ;
I'Angleterre semble disposée trés favorablement, et. il st i croire fue-
sa contribution sera importante. La France, sur Pexercice 1909,.a versé

& la sous-commission’ une allomuon de 800 francs, qui prohablemont

~ sera portée a 1.200 francs; on est en droit despérer que des allocations

nouvelles seront attmbuée.s sur les exercices 1910 et 1911 ; mais aucune
_I'eponsc du gouvernement frangais n'a été faite au comité cenl,ral, aw.
moins, jusqu’a cos derniers temps; auncune ratification du choix des .

délégués n'est mtervenue.‘ Il s’ensuit que la délégation et la sous-

o commission fran¢aise, sans aueune consécration officielle, risqueraient -
de se trouver. «ans une utuatmn ’infériorité morale et malériclle en
face des autres pays si cette situation venait & se prolonger. Il faut
~ espérer qu’il n’en sera rien ; cette infériorité serait loin de cort espondre -'

& la vérité réelle, car notre corps enseignant, a tous les degrés, n’a cessé
de montrer au contraire e zéle le plus digne d’éloges, non seulement
: danslaccomphssement normal de- sa mission, mais dans la mchmdw
des perfectionnements en matiere de méthodes et de programmes.

Malgré des encouragements aussi faibles du cote officiel et adminis- -

tratif; la Sous-commission francaise, ainsi- qu'on I'a’ dit plus haat, n’a

- pas renoncé a I'accomplissement de sa mission. Ses travaux, faute de
subsides suffisants, resteront peut-étre inédits; mais ils n’en serviront

“pas moins & l'élaboration. du rapport génér_al_-, et contribueront, dun

moins aux yeux des mathématiciens, & replacer la France au rang qui
doit équitablement lui appartenn en. ce qui concerne l'énseignement
mathématique.- o TR e

11 a_ 6té. décidé,.en principe, que de» SOUS-commissions, Spécmles
seraient deSIgnées, correspomlant aux grandes divisions de I enseigne-
ment. Celle de I'enseignement secondaire comprend déja MM. Désiré
André, Bioche, Bourlet, Marotte, T. Rousseau thert M. Bhltbl doit
s'oceuper des mathématxques spéciales.

- M" Amieux et Mme Baudeuf se chargent d’ une 01gamsat10n analogue
-aursujet de I'enseignement secondaire des jeunes filles.

- Pour l’enselgnement primaire et primaire supbrieur; une Sous-
o \comm;ssxon chargée de cette partie de I enselgnemcnt Bbt composée de
. MM. Gilles, Lefebvre, Tallent, Vareil et Weill.
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. La sous-commission de l'enseignement supéricur comprend MM.

Appell, Borel,. Kanigs,.de Saint-Germain, Vessiot, Vogt. .

‘En dehors de ces attributions, en quelque sorte collectives, il y a
plusieurs catégories d’enseignements pour lesquels des rapports indi-
viduels semblent s'tmposer. Ceux qui suivent, par exemple, soni déja
“attribués a des rapporteurs qui ont bien voulu accepter cette tiche.

Conservatoire des Arts et Métiers. .......... M. Bourlet.

Ecole cenfrale ...... e vewereivaeiiennaees Mo Appell,
Ecole normale supérieure.......... veervre-o M. J. Tannery.
Eeole Polytechnique.....c....oooccovviiot. M. Carvallo.

Tel est I'dlat prosent du travail préparatoire enlrepris. 11est bien &
désirer que cette ozuvre, loin c:l étre enlravée, recolve les encoura-
gements qu'elle mérite. Méme au point de yue purement matériel, on
forait sagemenl d’y réfléchir. La France exerce, sur beaucoup d'étu-
diants, une attraction qui les améne dans nos facullés, el notamment
it Paris. Sinous paraissons en état d’'infériorité sur les autres nations,’
en matiére (’enseignement mathématique, heaucoup d’entre eux pour-
ront bien aller chercher ailleurs ce qu'ils jugeront, i tort sans nul
doute, ne plus pouvoir trouver chez nous. '

L'enquéte en question dépasse done quelque peu les limites du monde
mathématique ; suivant une expression trés jusle, c’est une sorle
d’exposition universelle de lc,mselgnmncnt mathématique, a laquelle
toutes les nations sont conviées & Cambridge en 1912. Tachons d'y
figurer & la place qui nous appartient, sans.vouloir PC! aser personnc,,
mais ¢n ne nous Ifussant pas écraser non plus. -

M (zaston TABR\’

{Le Hawi e)

PROPRIETES FONDAMENTALES DES ANGLES DE LA GEOMI’;‘TRIE MODULAIRE

51-—-281—35

- 2 goit —

Ce mémoire m'a 8¢ entiérement suggérd par la lecture des travaux de M. Gabriel
Arnoux, auquel nous devons la notion fondamentale des lignes arithmétiques, et
qui I'a développée dans plusieurs ouvriges.

11 prépare en ce moment un volume sur Ia géoméirie modulaire, et nous avons
échangé, i ceile oécasion une correépondance assez éfendue, au cours de laguelle
il m'a faiv part de ses 1dées.

Parmi les noiions qui figureront dans ce proulum livre, on rencontrera les angles
des espuces drlthn1ethne- et specmlunent les .mn'les primitifs correspondant & un
module prcmler
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‘1ci, mon but principal a été de donner une démonsiraiion mathématique rigou-
reuse de 'existence de ces angles primiiifs, dopt la conception si originale évoque
fatalement dans l'esprit un rapprochement, une analogie avec les racines primitives.
11 est trés probable que de 14 pourront résulter de nouveaux progrés dans 1 # Science
- des nombres. '

oo 1. — ANGLES MODULAIRES.

Somnt w el Jld]}’sCISSG et Vordonnée en nom}nu, entiérs d’un pomt P,
dans un systéme d'axes rectangulau es o et oy.

Par-rapport & un module premier s, nous répartirons l'infinité de
ces points & coordonnées entiéres en (m + 1) w:oup% (:Omplenant

chacun I'infinité des points pour lesquols Ie rapport 7 est esm] & I'nn
” _

i’

des (m + 1) nomhrps de la suite ' ‘)
| O,I,.,,,...,(m.———"l) oo

On sait que tous les pbint.s Py, Py, Py.... pour lebqltblb Ies 14 ppcnts

correspondants 1 , J2 , J3 ;.- SONL égaux & l'un de ces (m + 1)
@y @y @y T ,

nombres, sont situés sur une méme ligiie do - géométrie modulaire
appelée -ligne arithmétique. Cette ligne arithmétique est considérée
comme une ligne droite, parce quelle posséde les propr 1etes suwantes
- caructéristiques de la ligne droite ordinaire. :

Par deux points passe une ligne arithmétique el une seule.
- Deux lignes arithmétiques se coupent en-un seul point ou n’ont aucun
“point commun, et dans ce dernior cas sont dites paralléles. -

Par un point leup en dehors d’une ligne arithmétique on peut tomours
aener une ligne arithmétique qui lui est paralléle, et on n'en peut
munm qu'une. . ' .

Ce sonl ces propriétés qui nous autox isent & considérer -comme
confon(lu% en une seule toutes les droites OP,, OP,, OP;,..., de méme
que dans la théorie des congruences nous considérons comme confondus
~en un seul tous les nombres congrus par rapport. au module m.

Soit « V'angle que fait cette droite arithmétique avec 'axe des .

tg.m: Y1 — 3/2_ — Ys ...-—'—k,
. . ' Py @ L3 _

% étant Pun des s (m 4+ 1) nombres de'la suite.0, 1, Zyeey (m— 1), oo,

L’égalité tg. « = & définira 'angle modulaire s

Pour le mmlule m I'angle modulaire » est représenté par une infinité
d’angles qui lui sont congrus, de méme que le nombre modulaire ¢ est
représenté par une infinité de nombres qui lui sont congrus.

I

_ . ) . o s T .
Pour 2= 0, tg. « = 0 et a = 0; pourk_.oo, {ge @ = oocta:+-2-
* 3
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-t Pans lr- cas o li‘ modu]c ])101!1101 m est de la forme 4g + 1, il existe
- ."deu\ nombres, ¢ et.-— £, dont les carrés sont congrus & — 1. Ainsi pour
= 13t—-——aet——t_..,8 | | '

“A ces deux nombres COI 1~f\sponflonl, deux angles, o et o, détermines
pfu les egahtés tg. o =tellg. o =—1. Ces angles |J0\\ui(*nl, des
“propriétés ]}Len singulidres. Clm{,un d’ ou\nst bal'dctt}ll‘aé par la propr 16té
wrv'ante : .

qu;cih, que S0t la valeur de « on a towgours,

. g et =1g 0 (mod. m = 4(1 + 1) |

En offet, ' -
. ote. w4 e [ 4+ lg. 1-——-5 £ ‘
:Lg-(t_n‘{"fl):'g +D-m= +ga"—_—~ ( ik )":"t:'tg"“

1 —tg. oig.a 1—Lltga 1 —-Z.\lag. o
La droite arithmétique qui fait avec Paxe des @ uh angle o ou o”, tel
que sa tangente soit égale & + £ ou — £, corr espond- Ala droite 1sotrope
de la géométrie analytique, qui fait avec Faxe des & un angle dont la
| langerite ost égale & + 7 ou— . (Vesl “pourquol nous ldppnllm'om
droile (erzt/z,metzqaae isotrope, el nous dirons que les angles o el o \0111.
“1%0!1‘0pch . Do Iégalit{, tg. (o 4 ) = tg. o résulle la suivante : |

w + @ = o.

1 est & remarquer que L& somme de denx angles. modulaires non.
1%0L10pes o et( w'est jamais égale & un angle 1\0“0[)0, autroment e
| lf‘gﬂlitb a4 p=won deduumt 6= —p = o. _
La cor l'(“:pOHddan‘ mgmlm, entriine les suivantes : x
Une droite arithmétique isotrope fail avec Ollo-mémc un tmule (Dal
4 un angle modulaire quelconque. -
 La distance entre denx points d’une droite 1qot10p0 est égale a zéro.
La distance entre un point d'nne droite isotrope et son point & I infint,
point cyligue, est égale a une distance quelconque. .
Cétte conception des pomts a Yinfini dans l'espace ‘modulaire, est

aussi naturelle que celle des Pliyslum]s qm pour la commodité de feurs

c\plmauons supposent‘l existence o’ atomes, malgré lcm gonviction’ que
fos atomes n'existent pas dans la réalité. -
Ces propriétés, si élranges qu ‘elles puissent paraitre,” s'imposent en
OGQIlILLI‘IQ modulaire ; elles. font comprendre laraison d’étre de gqrelquos
propositions d’apparence par adoxale. -
1l est extrémement intéressant de constater gue la dr Oll,b isotrope de
la géométrie modulaire est réelle, I,an(ilb qut; celle de la gwnletrle
analythun est imaginaire. ‘ -
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S —~COVGRUE%}.~, g na=0. - T
Théoreme fondamenta,l — L'équation congruente T
. g =0 (mod.m) s T e
L ne ;peuf vt plus da n #acines, lorsque le module: m - est pw camer s
- En (1981gnant par fx;lamh,ur delinconnue lg. «, ona, =~ . iR
. 2T @) . mm@ @) @)
,t‘%_"“":"—": > tg 3 == P = e
= gi@) T T @ —efi @ )
tg‘ 4 q _._/3 ( ) . .I.g. D a:/s ( '), A D

Gy Yl - o

[ () et g () eLant d{,S poI) nomes (,oeiﬁubnts entiers de degw n. _,-.' |
. '..\OUS(il%tlllguel'OnS (Ieuxmv _ N
e — n est un nombre unp*m. | ' SR - By
' ;'_On voit que £ (@) ost de e degré n o, g (@) de (legre n — 1. |
Laracine o = o e peut convenir,ala congruence tg. " o= 0, car
| [ )otant; d’un degreé supu ieur d g (), en divisant tous les ter mes par
“g 1 el fuisant ensuite 7 = o, 1l viendrait t2, 7 2 = oo. Par oonquunnt,
les racines de tg. » a= 0 ne pmu*ent étre que celles ‘de la congrueuc,e.,. N
f (w) =0 du n® degrs, et nous, sav ons que cotte congruence ne pmtt‘ -
Cavolr plus de n raéines. - T . v
20 — 7 estun nom]ne pair. o | |
f‘(fra) estde degré n —1 et g (L) de degré n.

Ta

La racine @ = oo résoud la mngrucncp tg. 7« = 0, et les autres :
racines sont colles tlb la congruence du (n — 1)¢ degré f(z), ar[l.wlle he .
- peutav oir plus de 72 — 1 racines. Dong, dans tous les cas, L :;,onomencp P
Ctg.na=0lne peut”n'ou- plus de » racines (c.q.f.d.). - ] ,‘,‘,‘, N

Remarqu@ns gue la tangente ¢ d'un an@lo isotrope « ne peut jamais
&tre racine de pareille uonoruenm,' parce que si tg. a e.an ég(d at

?
to‘ 7 o semlt aussi-égal a ¢. :
. -y
4. — SUITES PERIODIQUES. ‘ |
Theoreme pmnmpa,l — La swite des nombres. L R

- 0, tg. a, IBQ-JQ., tg. 3«.,.“‘.. |
e.st pemadzque, st l'anglea est dafferem de 26ro ou d'un an JJc, asotmpe
Démontrons d’abord que d(,ux termes consecutlfa de cette sml;e sont
(]llh)rcnts qu'on ne peut avoir tg. (n + - 1) @ =Ig. 7 .
~ En effet, il en résulterait . | | ‘
! t . n 1-. t/ " . - -
tpnadlge o
1—tg.natlg. a |

Cd'ott 'on déduirail e . -
o o tgea(iglinat1)=0,
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¢l comme Ig. « est différent de zéro, par hypothése, on aurait
igitne=—1oultlg.ne=4= ‘.

Mais sitg. na= %1, 0On a aussi

tg. a = Ig. [na— (n —1)a] = tg no=%{,
ce qui est encore contraire a 'hypothése, puisque I'angle « n'est pas
isotrope. ‘

Ainsi chaque terme differe du p:écedent dans la suite.

0, tg. a, ig. R «, tg. 3&,

Le nombre des valeurs différentes des. termes de celle suite, par
rapport au module 7, élant limité et 1a suite indéfinie, il y a nécessai-
remenl dans cette suite des termes égaux.

Soit tg. ¢ « le premier des termes de la suite qui est égal & P'un des
précédents tg. d«. On a tg. g = 0; sinon de I'égalilé tg. o =1g. da
on déduirait tg. (g — 1) « =1g. (@ — 1) «, el 1g. g« ne semlt pas le
premier des termes égal & I'un des précédents.

On a done tg. g = = 0 et g est Ie plus petit nombre pour lequel cette
égﬁhté a lieu

. Nous dirons que ¢ esl 10 jaussien de I'angle o ou de tg. «

- Ilestclair que I'on a généralement tg..2¢ga = 0. Réciproquement,
pour que P'on ait tg. 7 « = 0, il faut que % soit un multiple de ¢. En -
.effet, si Pon avait n = kg - », » étant inférieur & g, on en conclumalt

' th r'x = (; ce qui est impossible,

11 résulte de ce qui précéde que la suite des valenrs des tangentes,

g o, tg. 2o, vy 8. 7oy ..
~“est périodique ; les restes se reproduisent de g en ¢.

Les g nombres différents de cette suite sont les g racines de la
congruence tg. g @ = 0. En effet, pour l'un quelconque tg. % « de ces ¢
nombres on a évidemment tg. g ke =1g. kg« = 0.

. 5. — (GAUSSIENS.

- Théoréme 1. — Silanyle 0 a pour gaussien g, Uangle 8 pour
naussicr o . et si g est un divisewr de ¢, Vangle 8 est wn nudiiple de
Fangle 0 inférieur i.q b. R
Fang 76

Les g nombres de e snite
_ fg. 8, 1g. 26, ..., 2. g0
sont tous diflér ents el sont toutes les racines de la congruence ig ga:*-O
puisque cette congruence ne peut avoir plus de g racines.
D'anlre part.g = ¢ «d et les ¢ nombrestous différents de la suite
tg. do,1g.2d6, .., tg. g d o
- sont aussi toutes les racines de la congruence 1g. " = 0.
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Or tg. 8" est I'unc des ¢ racines tlb ld U)ngluenw tg g x = O
Donc Pangle'® est 'un des’ angles de la suite fl 0,2 dn,. (r/ — L)
o g, et le theorenm ost (Icmonu 0.

Théoreme II. — Sz Vangle 6 ¢ pour gaussien ¢, Fangle © pour
yessein g, et SZU} 2 q bont premiers entre r)ua:f, Zcmgte (% + 8) a
pour gaussien g o . |

L’angle (8 + 67), ne pouvant &tre isoLrOpe, A un gaussien / el
| lg. A (9 + 1) = (mod 7).

On a tg. gfa 0 + 9) = 0, ¢l (,orume lg. gh b = O on pt,ut BCrine
g gh 8 = 0. . '
~ Ortg. 6" a pourgaussien ¢ ; ceci exige qup g hsoit un multiple de ¢”,

et puisque g et ¢’ sont premiers entre eux, ceci exige, enfin que A soit -
un multiple de ¢”. On verrait de méme que / est un multiple de g. Mais |
h étant un multlple commun de g et ¢”, qui sonk pI‘OIlllBI‘S‘ entm eux, esl
-un multiple de g ¢”. : B
Or la plus petite valeur pOS‘:lhlb de hest ¢ e
Done I'angle (8 + 6') a pour-gaussien g ¢ (¢.9.f.d.).

Theoreme LI. — Si l'angle b a pour gaussien g, Uangle 8 pour
gaussien o, st aucun des nombres g et " w'est diviseur de -Uautre et
s'ils ont un plus grand commun diviseur autre quel unité, on pewt
loiijours trouver un angle (e 8 + ¢’ 0°) qui « pour gaus,szen le plus

o petit commun muliiplende g et g’. . - v

On sait décomposer # en deux facteurs premiers entle eux, qui sont
respectivement «es diviseurs de ¢ mt g’ Soit done )

) i
n —""—'”'—e-' X =
Id .
/ 9
— et = étant des nombms plbmius enire vu\.
e e
L’angle.§ ayant pour gaussien ¢, les g _-nombl.-es _ S ..
g tg. 8, tg. 290, ..., 1g.g8
TP . /A S B
sont tous différents ; parmi euxles == nomhbhres | -
. " ( ) ,
tg. ee, i.g,i’,ee,-‘...,l.tg.'-‘-i-ee' ' S

sont aussitous dlll’ewntb el 1e dex nier tg. ¢ 9 ost égal & zéro.

- f
Par. conséquent 'angle ¢4 a pOm gaussien -,
| ¢

. . g
Paretllement, I'angle ¢” 6" a pour gaussien —L— .
| | . e’
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g .0

S % S B ) - . 7
. Or les deux nombres -2 el = sont prémiérs enire eux.

g9

., Dongc angle (¢6 4 ¢”0") a pour gaussien — X -~é—; =nlc.q.[.d)

| , C.
G o 6. — ANGLES PRIMITIFS.

Pour le module 7ie = 4 ¢ — 1, tg. 8 peut avoir 1'une quelconque des .

m Al =4 gvaleurs 0,1, 2,.....; (m —1), w
Pour le module i = 4 ¢ 4 1, le nombre th,\almus quc peut prendre

tg. 6 se lrouve m(ILuL a m — 1 = 4 g, parce que parmiles valeurs précé-

dentes il faul éliminer les deux valeurs + 1 correspondant aux tangentes

. des angles isolropes, qui e possédent pas de gaussien.

- Nous appf‘“PlOl]‘s angles primitifs du module premier m = 4 q +1

Con 'lvs angles dont le.gaussien esl 4 g, ot nous dirons. que leurs legcn.l‘cs
sorit des tcmqmtesprmutzbc o R

\’Qu%'allonq procéder a la recherche d’un angle plnlel

| L.\ml) ons un angle 6 aulre que langlé zéro, dont le gaussien est
o (‘l) == 1, ou un angle isotrope, qui ne posséde pas de g gauSgi'en-

Tg. 6 a néccxsturem(*nt un bduwmn g supér ieur f 111111[(_,, les ¢

" nombres

T ige 26, g
sont tous différents, - |
Si gi= 4, ,g, @ est un angle primitif.

Supposons au contraire 4 ¢ > ¢, ot tlc,sf,lgnons par §” un angle audr er

qu un angle isotropé ou un multiple de 0 infériew ¢ 0.
g 6" a un gaussien ¢~ différent de g,

Lo nombreg n'est certainement pas un diviseur de g, ¢ car alors; en .
vertu du Théoréme I, angle 0’ serait l'un desangles 20, 30...., (¢ — 1) 0

¢e qui est contraire a hypothése.
Mais ¢ peat &tre un multiple de g. Sil en est ainsi, nods aurons

L

trouvé un angle 8 dont le gaussien, multiple de-¢g, est supérieura 4.

.Supposons enfin que ¢” ne soil pas un 1-1-i111ti’p1ﬂ de g.

Les théorémes 11 ou HI, suivant que ¢ et ¢’ sont ou ne sont pas.

p[(}nllt"is entre eux, nous ‘permetient de trouver un angle dont le
gaussien est le plus potil commun multiple de g et g, par conséquent

"mull,lplu de g et supérieur a g.
Si le -nouveau bdubsmn ost ¢gal & 4 ¢, T'angle corvespondant est

]lI unilif.

. Sinous le %llppOsOlls inféricur &'4 ¢, nous saurons encoré trouver nn
- angle dont le gaussien sera plus grand, ot, de plus, un muliiple du

pr écédent et aussi de ¢ .
On voit qu’en poursuivant la. méme marche on arrivera nécessairement

~& trouver un angle dont le gaussien sera un multiple de g égal 4 4 ¢. Ce

1
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Cjui" V'dé-'mentre. l’exis‘t,ence _-;‘I__.’angles hpl‘__in.litil‘s et aussi le t;htf}oréme'
| suivant - | : -
Theoreme IV, — Powr tout angle o autre qu'un an Jle asotropc

| Tg gm_O "(modm—-—dg**'i) L

| Pom les xpphcltlons aux propriétés des nombres, ce théoréme ost |
. peut—etlc ausst important que celui de Fermal, avec lequel il O[hb,i
~dlailleurs, uno gr ande msgemhlduub SRR

| Theoreme de Ferma,t — Pour tout nombre @ aata'e que eewo.;
- CamTt — 1= 0 ~ (mod m) -
Theoreme V — Le nombre des angles primitifs est égal a o ( o q)
" Nous venons de démontrer qu'il existe ait moins un angle primitif 6.
:.Les 4 anIll]}leb tg. 6, tg. 26,..., tg. 4 ¢ 6 sont tous rh{’férents et il en
~est de méme des angles GOPI‘eSpOIldEIIltS |
- Tlestclair que tout.angle autre qu'un angle - isotrope ost nécossaire-
“ment égal a 'un de ces 4q anglu», par Fapport au modulo m.
~ Soit donc 76 un angle quelconque non isotrope.
- Pour que I'angle # 0 soit primitif, il faut et il suffit que dans la suite
tg. 76, tg. 276, 1g. 3 0,..... la plus petite valeur positive de k qm :
.satlslaw & la conditiontg. k0 =0soit A =4¢q. ., IR
| Or pour que cette condition soit remplie il fant et il suffit que 7 soil
- premier avec 4 ¢. Donc il y-a dans la suite 0, 2 0,3 0,...., 4 g b autant
& angles primitifs ¢qu ily a dans la suite des nombres 4, 2 3, d @

de nombres premiers et inférieurs i 4 ¢.

-El comme il y en a ¢ (4 q) le l:héor_eme est t.fl:é1:110_.1itré-.

| Theoreme VI. — Tout dszcw g e 4 ‘l est le fj(ttﬁSa&L?t fl(, o (g)
angles. . - SR \ | |

© 0 élant un angle pril;nitif les g :img[—es. ' |
‘ o .ftg. 0, ig —9, 3__?_ b, ...y {._g.
R y g -._-f/_) g | |
- - sonl loug différents ¢t le dernier 4 g0 a sa t:’t_ngr:pl-.e égale & zéro.

T 4q ‘. ) o :

Par conséquent | angle.—?—— , & pour gaussien g, .
Y- - _

“Or il est aisé de voir que lous les angles dont Ic gauasmn est g sont -

4
524
Y | . |
«JJ DOnu 11 yenao (g) T . ,
Remar ‘que. —~Rappclons que les démonsirations. de nos thbDlGlllC&
ne sonl pas valables pour un module. non premier, parce que, dans cg
. cas, Une congruence puut avou plus de racines que son degré. . - ;.

, Ies dngalm 9, pour lesquplx k.est un nmnlne p1 emier et mluIeur

A
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7. — \IESURE DES ANGLES.

- 6.étant un, angle primitif, lout angle autre qu'un anulo isotrope a sa
tangente égale & 'un des 4 ¢ nOmhI_'cs de la suite tg. 9, tg. 26, ...,

tg. 47 0, et par conséquent cet angle peut étre considéré comme égal &
Tun des angles 0 6, 10, 20, ..., (4g — 1) 6, par exemple 7 6.
 La mesure de cel angle ost # dans le systéme d’unité 8. (mod 712).
Tous les angles de la géométrie modulaire, autres que les angles
isotropes, peuvent étre représentés dans un méme systéme d’angle
primitif, choisi arbitrairement pour chaque module, el alors ne différent
que par les nombres qui expriment leurs mesures.
-, On«démontre facilemen} les deux propositions wwantes par les

raisonnements qui servent 4 Gtablir les propoutions couospmuhmtcs
dans la théorie des congruences.

; Theoréme VII. — Le nombre de solutions de lu congruence

-

tg. ne =0 mod m=(4d¢g 1) °
o Testégal au plus grand commun diviseur de et 4 g.
_Théoréme VIII. — Si n ¢t n’ sont les mesures d'un méme

angle dans deuwx systemes -d'unilés différentes 0 et v, le plus grand
commun divisewr de n et 4 q est cusst le plus grand commun
diviseur de n” el 4 ([

En pdrticuhm 1o changement umt(, ne modifie pas la parité d un
angle. |

On voil aisément que la moitié d’un angle modulaire de mesure paue -
Ra < 4 q ost tOujourq un autre angle modulaire, et quw'au contraire la
momé d'un angle modulaire de mesure impaire 2 o + < 4 ¢ ne peut
jamais étre un anglo modulaire.

Cherchons 1a valeur @ de la tangenie :lo I'angle 2 ¢ 9, 9 slant un anglo

primitif. Le double de cel angle 4¢' a sa langente égale 4 0 et par
- conséquent ———— = (). o
A —a? | -

- Or @ ne peut étre égal § 0. Dong il est égal & U'infini et ous avons

/

o tg-'g_qfi:oo‘"—“itg.—é—.

- Cherchéns maintenant la valeur @ de tg. g 6. On a

'—-—-—9m—-—- . otz + 1 et | + lg. — ou * lg. ——
= a0 . ( u :’v T e , Ly, :r _— ry, — Ou _— O —
- Q?"‘ LN b q s §3 4 o 4

Parmi les @ (4 g) angles primitifs une moilié donne tg. g0 =+ 1 et
Tautre moitié tg. ¢ 6 = — 1. Par convention, nous dirons que les
premiers correspondent 4 des.angles positifs et les derniers & des angles
négalifs. - ‘
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En choisissant pour 9 un angle positif, on aura toujours

= o 3 |
Ig. ¢ =1g. - tg. 2¢6 = g, — 2, g. 3¢ H = tb — tg 4q6-—t6 %

Dot nous concluons que tout angle primitif est égal & —.

| | 4q
La mesure de = varie nécessairement avec le choix de I'unité, mais
on a touyjours tg. (—ao) = — tg. a, tg. (7 — @) = — tg. «, tg. "o tg>

[ % - W )
(—2——&) = + 1, ig. og-tg. (—é—+ c.) = — 1.
La derniére égalité exprime que le produit des coelficients an-gu‘laires
de deux droites arithmétiques rectangulaires et égal i — 1. |
- On sera naturcllement amené 4 vouloir distinguer les deux directions

O])p()béﬁa d'ane droile ar 1thmet1que et par suite & sereprésenter Pangle

24 |
primitif comme u’al A g e qui nécessitera la considération 'd’un
qg -

nombre double d’angles primitifs.

8. — DISTANCES MODULAIRES.

. : ne T
Del’égalité tg. n§ = = on déduit pour les deux valeurs
- . 4 7. ‘ .
? l - tg. f)
.. n9 ~
ﬂ,le ter. ——
L :‘%’ ‘ ‘ A . ) . '
. ne —1 V1T H+tg2nd .

to. o
: 5 2 lg. no

Si 7 est pair, il-existe toujours un angle modulaire égal & la moitié
de n6; par conséquent 1 + 1g.2 #6 est un nombre carré (reste quadra-
tique). | 4
- Si, au contraire, % est 1mpau iln umto pas d’angle modulaire égal &
la moitié de 76, et, dans ce cas, 1 4 tg.2 7 6 est un non-carré (non-reste).

En résumé 1 4 l;g nfest emré ou non-carré suivant que 7 ost pau
ou impair.

Soient @ et i les coor données en’ nombres enliers (l un pomt P,
rapportées a deux axes reclangulaires ox et oy. La distance O P est

égale & /"2 1 42 Désignons par « I'ingle que fait 1a droite O P avec
Taxe deq 2, droite origine-des directions. On a

OP'-m\/l-i—tg-q

Trois cas sont d-considérer :
1° — & est un angle pair. La dlstdnu‘ 0 P le; réelle;
20 — g estun anglo impair. La distance O P eel imaginaire ;




. - el et e . - I T L P
* ;s *:s e&f’ﬁ 4’ r -__q' i “,._ __._-\n.‘._ R f * e N T .
: K T e T o
e, ot < o, . : . o : :
- 4.-3 L "4‘

+

T "3- e a th un anglb 1bOLI'Opb. Te,2 o = {2 ~_—_*—- 1 ¢t la distance QP
ST \Iouq avons donc le théoréme \Lchlnl,

Theoreme IX. — La distance 7--;wdu£azr-c de deww points est
Lo réelle, imaginaire ou nulle, suivant que la droite qui les joint fuit

sl avee la (erecnon origine un angle pair, impair ou isotrope.
- » Un'seul e\emplc extrémement simple, suffira pour “donner une idée
L de Tutilité de nos recherches. ~ |

o Probleme. — On demande qucls sont Zes nombres premiers paur
RE chguels 2-est caryé.
' Soit 0 un anglc primitif.
o 1+Lg q (1nodm~—4q+1)
= Or pOur que 2 soit carré il faul et il suffit que ¢ soit pair. Donc.
| Solution. — Ce sont les nombres premiers de la forme 8 h + 1.

, Cette solution est encore plus simple que celle due & M. Stieltjes.
«. . {(Bulletin des Sciences mathématiques, 1884).

- A - S % 17177
__ M. Aimé WITZ
Correspondant de Ilnstituf, Professenr & la Faculié libre des Sciences. (Lille).
LE MOUVEMENT PERPETUEL DE DEUXIEME ESPECE.
v L | 7 ' | 836.722

- 3 aou! —

« Le mouvemenit perpétuel est impossible : il faut se tenir loin de ceux quile 2
» t:rquvent. » S ‘
Cet aphorisme incisif et précis est de Joseph Bertrand (*); il dovrait
“8tre écrit sur les murs des bureaux de brevets, car il délournerail
peut-tre certains inventeurs de la poursuite d’une vaine chimére.
. Est-ce a dire que tous ceux qui liraient cet oracle de la science
L -selalent convaincus de son entigre vérité 2 On pcut en douler; lerreur
R et los illusions sont tenaces. '
B! existe, du reste, une certaine confusion dans les lermes, qui excuse
une ¢gale .confusion dans les idées. Si tous les csputs sérieux onl
renoncé d créer du travail avec rien, ou hien i réaliser des mécanismes
qui en produiraient plus qu'ils n’en recevraient, il en est cependant
i n’ont pas abandonné Pespoir de faire du travail avec quelyue chose
(qu'on.trouve loujours ot pz‘n'tout; et qui ne coutte rien, parce qu’il n'y a

(*) Thermodyn'mnqut., par Joseph Henraud page 57.



~“de moteur perpétuel, entre celui qui per pétuerail son mouvement de = "7

LY

- monde, donc & pelsonnc En autres ler mes, il faut. sentondre sur, e
-. qm est réellement, et sur ce qu'on ¢ appelle le mouvement perpéfuel. -~

- mest pas dénué d mtélet nous le. iuulomm ici, en théoricien ol on'_'_ |

Amstote Favait dit, et les scolastiques ont. répété la parole du Maitre :

I R "o o A - .- - N . . - . ; X — - N .
= AU n e T SETNA e MT G TR e e T
A ta W - PR ., i3

Y
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qu'a le prendre. C(‘ n ml lus lv méme réve [ u ‘autr elols aqsuu,mgm# S T
O A

il est plus modeste. Est-ce. Inémo encove un réve 2. Ce n'est pas:le
mouvement perpétuel, bien que cela en prenne r[uelquefols le nom: ce. - o
n’en est.que lapparence. 1 y a done lieu de distinguer, lorsqu’on parle S

lni-méme, ot par lui-méme, et celui donl le mouvement continuel et . ",
gratuit serait emprunté & une source inépuisable, appar tenant & tout fe. - .
‘Nous voudrions dewloppm' quelqum considérations sur ce sujet, qui,

physicien. .. - : o
Toutmolnletendaulepox tout mouvement est condamné as ‘Seindre.

celle-ci énongait une nécessile des choses; que, parintuition, on jugeait

'» digait-il. » T ‘ .

‘critérium “infaillible d’appréciation, et un- moyen de. réduction.
T aqude des propositions” fausses. 1l a défini le motnur pe1pctuel

¢ inéluctable ; on estimait en effét qu'un moteur doit, pour meltre des
___',_rnnssos en mouvement, produire plu:, de puissarce que ce mouy ement
_n'enexige. Clest en raisonnant sur la puissance ‘motrice du feu, que

Sadi-Carnot a démontré la-vérits de ladage de I'Ecole et en a faitun

._,'i'-"_théoreme - S | -

"« On ne peuL obtemr un - traviul (,onuml SAns une chnte cantinue de clmkm,

L nnpos‘s}]nhtt, du mouvement porpelucl deve n.;ut pour Camot Y

el qui scr'(ut capable de

C . ! "“‘-, -, L g . PN . . A ~ 3
-« CGréer la puissance motrice en quantiie 1lhmltée, et de puiser en lur-méme les

-» forces nécessaires pour accélérer sou mouvement

- un motéur perpétuel de ce genre ne peul emstel, alorb méme e 10'.5
" frottements et les résistances passives n’existeraient pas. .

‘Le principe de. la_conservation dé lenmgle entreva peut-étre par

Carnot s énonc,é et établi ‘par Mayer, Joule, Helmholtz et Clausius,

.+ & démontré mienx ‘encore, enl’ expliquant, I’ impossibilité du mouvement .

o per péluek. L’éncrgie ne se crée pas, elle ne fait que se transformer. H

v a plusieurs formes de 'énergie, et la chaleur est une de ses formes
inférieures, une forme avilie, d’autant plus avilie qu'etle est & une

| Lempemtul ¢ moins élevée. Cet avilissement est le prix du travail obtenu

m(us il fallait de plus, et Hirn. le pronva. expérimentalement, quiil y elt
Cunsacr IflCO continu de chaleur (le mol est de lui) el une tr ‘mslomnatlon
R plopmllmmcllf, d’une cerlainie quantité de chaleur en Ll'avall au taux
intégral de 49:) kilogrammétres par-calorie dlspalue. % est la chute,

dans les nmchmcs thermiques, cela ressortait des idées de Carnot:

L
’ '
A

!-‘
.
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depuis le niveau du foyer jusqud celui du réfrigérant,- qui rend cette
transformation possible: le calovique tomhé au réfrigérant est perdu
pour Lt machine. Ce réfrigérant ol celle perte s Dnl; nécessaires, d'ou le
théoréme connu @ : : ,

« Dans touie machine thernique, il y a chute de iempérature ; il ne peit y avoir
» transformauon de chaleur en trayvail sans Pemploi de.deux sources a des tempé-
» ratures différentes. » '

Pour qu'il se produisit une transformation compléte du calorique
disponible en travail, c’est-d-dire, pour que le rendement de la machine
devint égal & Punité, il faudrait que la source . inféricure fit & la tempé-
" rature du zéro absolu. Il ne peul donc y avoir de rendement supéricur
“a U'unité. Cest une impossibilité du méme ordre que celle du mouve-
“ment perpétuel; car une machine rendant plus de un produirait. plus
dénergic qu’elle n'en a recue.

On a été plus loin dans ces déductions ; (lu la nécessité d'une source
inférieure, on a conclu qu'une machine ne peut transformer en iravail
le calorique d’une source unique sans modification du milieu ambiant;
¢'est qu'en offet, ainsi que le dit Carnot, un corps ne peut puiser en lui-
méme les forces nécessaives pour accélérer son mouvement. Le faire
serail réaliser ce quOstwald a appelé le mouvement perpétuel de
deuxiéme espéce, lequel est aussi impossible que le premier. Mais, s'il
y avait modification du milieu amhiant, en d’autres lermes, s'il se pro-
duisait une intervention des énergies extérieures, le corps ne puiserail
' p'lus en lui-méme, mais au dehors, les forces nécessaires pour accélérer
son mouvement: dés lors, Vimpossibilité de ce genre de mouvement
perpétuel wexiste plus, ou plutdl, elle ne peut plus se démontrer,
attendu que U'argument invoyué ci-dessus fait défaut. Du méme coup,
il peut y avoir apparence e rendement supérieur & Nunits. |

Cotle intervention des énergies extéricures se produirail dans une -
machine thermique, transformant en puissance motrice la chaleur du
milien ambiant : chaleur du sol, des eaux qui en jaillissent, ou encore
de T'atmosphére ; de nombreux inventeurs se sont proposé de réaliser
G genre de moteur, qui présenterail un intérét pratique indiscutable,
carpei de chioses sont gratuites et continues ici-bas, -

Cette utilisation de la chaleur de la Terre est possible de diverses
facons.

" Elle a déja élé wahseu sous la forme d’une machine thermique fone-
tionnant entre deux thermostats, - U'instar des machines a feu de P'in-
dustrie: qu'on recueille en effet 'eau chaude d'un puils artésien; ou |
d’une source thermale 4 80° ou & 100¢; par exemple, et qu'on alimente,
avec la vapeur dégagée de ce liquide, uné machine a condensation dont
le réfrigérant plongé dans le courant d’uné riviére voisine serail main-

-
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tenu 4 une température constante de 10° & 20°; la différence de pression
exercée sur les deux faces du piston-moteur atieindra environ 0% 70 par
~ centimétre carré. Elle sera suffisante pour d.eve_IOppm- une puissance,
que I'on peut calculer pour une machine donnée ;:aussi longtemps que
la source continuera de débiter et Ia riviére de couler, celte machine
continuera de tourner, ‘sans briler de combustible, en transfor mant
I'énergic calorique mternc du globo . '

- Llutilisation d’une source unique de chalour présente phm d@ dllﬁ- .
cultés et partant plus d’intérét, surtout au point de vue théorique ; elle
.pourrait’ se faire par des moyens (lctermmos en lalsant intervenir
I’'ambiint. - . . |

Les travaux de Favre, de Braun et de Helmholtz ont, amené-la décon-
verte de piles électriques, dont la chalear voltaique ost supérieure.a la
chaleur chimique, et qui peuvent, par conséquent, développer un effet
mécanique supérieur & I'eflet équivalent & la quantité de chaleur pro-
duite par les réactions chiquues dont la pile est le siége. L'explication
de ce fait paradoxal a été donnée : sous l'action de son courant et en
vertu de U'effet Peltier engendré, I'élément se refroidit,- et il emprunte
donc du calorique au milien plus chaud-qui I’entoure. Ce galn d'énergic
~étrangére donne la raison du rendement supéricur a I'unité, qui peut
dtre constaté dans un groupe pile-moteur .convenablement agencé. La -
différence entre la chaleur voltaique V, et la chaleur chimique € peut
atteindre 5.000 calories-grammes sur 42 000 (valeur de C) pour I'élé- .
~.ment Zn)S O H*| Az ()3 H 4 H? O[ Pt de Favre, smt plu‘; de 11 pour
- cent. . /

Mais voici une antre maniére de i'ziilie._La déten_tf_) d'un gaz, effoctuée
dans une enceinte dont la paroi serait parfaitement perméable & la
chaleur, opérée avec une lenteur extréme permettant au calorique de
. passer en quantité suffisante i travers la paroi, peut se faire isothermi-
quement : or, le travail enirex‘l{lt'é dans cette détente est pI'OpOI‘HOﬂ]‘N}J a
Log ---’, donc théorlquement llhmlté comme 1est, le rapport des

0
volumes avant et aprés Ia .détente. L'e ,xpan%lon du gaz- lend & abaisser:

sa température : celle-ci ne reste conslante que grace a Papport.de cha-

leur fait par Iair extérieur el les corps environnants. C'est donc encore.

la chaleur de I'ambiant qui ahmen te Ia machine et fournit une partie de
la puissance utile développée. Ce n'est pas une fiction ,  mais une
~ réalité,  démontrée par 'amélioration de rendement des moteurs a air
"comprlmé, avec réchauffement artificiel du cylmdre le réchaullement
- parlt atmosphéxe doit produire .le méme- effet. Le méme effot sera sen-
~.sible.dans les mol;en,rs A vide du genre Petit et Boudnnoot ® .

{ ) Wal: 'les rhac lune- therm:quex, pagec 194 et 146, G'iuthler-\"lll IS, Paris '

-
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'Le caractére ultra- théol‘u[uﬁ de ces, consulenatlons ost éxru,lcul; ollos
dmnontmnt seulernent que le mouvcment perpétuel de seconde espéce,
avec mtorventmn du milieu unhmnt et rcndement dppar‘ent Qupm’mur

| _'a I'unité, ne peut pas:&tre qualifié dabsurde,

A ceux qui-ve udmu}nt essayel de 1o IBdll%Ol nous forons remarquer

| tOlll}PtOl\ que le zinc; Ie platine, le- hqut{lo excitateur el dépolarisant de

fa pile: de F;wm, ne s¢ trouvent pas tels qunls dans la nature, el quil
fint les fabrigquor : gue- leés gaz ont dfi 8tre comprimés avant d'dlre

étendus, 1sotherrn1quoment que les parois infiniment perméables 4 la
- chaleur ® exnstent pas et que les echanges sont contrariés par des agents

multlples surtout par des dépots d'eaun et 'de givre, dont il nous suffit

de SLgmler les *aGtIGDS GDmplC\b% et mtardatmcos gqu'il existe enfin
, dany’ les’ mécanisiies les plus parhnts des résistances ' passives, des
'frottements et de nombreuses réductions d’effet. :

‘Bref, quand on dressera le bilan des profits ot des pertes de I'opéra-

. tion, ‘tlest a cramdre que T ac,tif ne soil trés petit, si méme il ne devient
: pas “du. passﬂ' aussi des ingénieurs autorisés ont-ils déclaré que le
1110uv@ment perpétuel de seconde espéce -est pratiquement impossible, .
malgré toutes -les interv entions ot 111;;@19& c,uttc opinion:* csL tres
tcmd(,o o _ | | | N 5
. Iss mventem paraissent 'avoir compris pour"la plupmt et ils
E bOInmlt lear ambition & combiner des machules i froid, fonctionnant
par elles-mémes, sans ’n’ou Dhesoin de- moteur ; telles sont Tes machines
'*‘11130{'1[’1(]11@% automotrices hrevetées pair MM. Hess, Smal de Rasquinet,

Fouchée, et¢. La soustraction de mlomque au miliew serait potissée

jlisqi’y abaisser sa’température au- dessous ‘de zéro, par lmuplm de
| -"__'llqmdes volatils, de ga/'hquéﬁes VOITe méme d'air llqulde

Le résultat serait d’avoir des frigories pour mjn' ]uon que le Irold

~ne constitie qu'une négation, le bénéfice do Popération serait’ trés
.'posmf et extremement remarquable. Mais, il suppose I'existence d’un
mst;rument déchangc qui n'est pas encore deuouvert el; qui ne le sera

(E)n peut nmgmm un autro mode d utlhsatzon de la r,lmlmu (‘\EL- -
rieure : SUPPoSONS”{ue lon conjugue, une turbine avoe un-aspirateur
©eentrifuge;: de telle sorte que le passage d'un ﬂuldma guz-ou vapeur, &

o tmvels la pr‘enne,re ‘produise du fravadl ; ce tmvad p@uua &tre employé "
4 faire tourner le: cmnpl ‘gseur : nous ne disons pas qu’ it ¥ suffira. Mais,
disposons eritre la turbine et ld%l)lldtf‘ul ung enceinte close, & parol -
infiniment . permmblf‘- A ta chalewr. Lo gaz: pourra encore y subit une.

 distente lsothermlquer avec,empr antde bdlo”quo a lambiant. Celui (;o o

s8¢ retrouvera dans lg fluide rejeté part’ a%pwateur loquel aura donc une
. :tcmpemturo plm élow qu'a son emtrée dans- la tur])uu, OL ceble dilfé-

. rence peut’ devenir une source de tr'w(ul |
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peut—étm Jjamais, parce qu 1‘1 n'est peut-etm pas rmlmable Il y aum e
_-bientdt cent ans, qu'on a congu Uidée-des régénérateurs de: chaleur -';"jif'jf:'?
-or, malgré de’ longues recherches  poursulvies - par des - mgemeurb S
umnents, qui disposaient, de tous les moyens d'aclien -et dé suceds, * -
nous ne possédons-pas.encore de régénérateur, et 'on a renoncé A faire

~une réalité de ce conecept lemarquable des premiers thermodynamlstes

~Ily a eu.la une sorte de faillite *de la pratique :-les machines de Stir- - -
Imu ot . d’Erickson, 'si plmm,b de. promesses, n ‘ont dés lors pas pu les
Jenir ; il est VI‘dlbOIl’ll)Ia])lP que les machines qui-se proposent d’ utﬂlser |
L1 chaleur inépuisable de [atmosphéxe n‘auront pasun meilleur %Olt

lf_"

M. J. CLAIRIN

Professeur & l’Ullii'e':'sité {Lille)

' sua UN Pomr DE LA THEORIE .DES GROQUPES DE TRANSFORMATIONS
- : : FINIS ET coumms o B

. 517.38
— 3 aonf —, s

Jai démontré (*) le vésultat suivant : @y, s, ... @, 2y, Fa, -2 50
.~Ll%1gnant n -+ A vaviables, représentons par : R

| g
(1) XSS e X T
7 l,m.ns.-l-‘orf-riiatioﬁs_. infinitésimales linéatrement indépendantes et par e
@ X, X, L, XPF |
des tr lmtormatlons pmcedentes prolongebs jusqu’a un certain ordre

- Jides variables, 2, 35, ..., 2 par exemple, étant considérées CONINIR
~des fonctions ides 7 autre& il n'existe, lorsque £ est. suiﬁsammpnt grand,”

4

“aucun’ systéme “de lonctmns Wy, Wa, ... W,. de mi,ma, ‘..._..,ac-.,,_, .
Tz, T, ceneey Zn el (11 “dérivées de Zyy Bay --eny B QUi S&tlS[dSSUIL &

- Yequalion ‘ I o | _ |
R (3} W, X; t)f+ w2 Xg()f-i— ...... + WX f=0. .

Je me propose en premier lieu d’indiquer une, généralisation, d’ ail-
leurs trés facile, de ce théoréme, puis de montrer qu'il est l)USblblb de
* Pétablir, -quand les transformations (*) GHgBHdIBHt un groupe, par ;-
~~ une méthode différente de celle que jai emploype et SLlSOLptl])le de
‘donner dans certains cas des résullats plus précis. -
_ Hl est commode’ domployer le langage géométmque l.es 'x%tariahles
o f:(;.“ Day « ooy Wny Byy B2y +: -1, Zn S€PONE cOnsidérées comme les coordon- - ,
‘nées d'un point dans V'espace a n + & dimensions, & un systéme de %

© (*) Bulletin des sciences mathématiques, 2¢ série, t. XXXII, p. 221 ; 1908_ '

N -
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“relations indépendantes entre les coordonnées d’un point correspond

dans cel espace une multiplicité & n -dimensions, nous désignerons en
général par M, une telle multiplicité. En chaque point d'une multipli-
cité M, les valeurs de @y, %2, ..., ®a, 3y, Ja, --.., 31 6t des dérivées de
Zyy Za, « vy 2 dont Pordre ne dépasse pas le nombre entier « définissent
m élément d’ordre « appartenant & la multiplicité. - |

1. Appélons Ay hgy ey #e 7 CONstantes quelconques, la transforma-
tion infinitésimale | | - g

(4) A,X,f—}*-ling-i— e+ W X S

engendre un groupe 4 un parameétre, l'ensemble des transformations de |
ces groupes dépend des » paramétres essentiels iy, iz, ..., 4 ces
transformations font correspondre 4 une multiplicité M, quelconque
nneé famille (F) de co” multiplicités analogues, définies par un systéme:
("équations ' S '
| : = (mi:mi}""7mﬂ;)‘11.}“2:"":}‘i‘)a
‘ (5) . B9 = 93 (55'.;, "sza vovrs Tn s 'Ai: Ay ey Af):
Rh =0 (xl:m‘z:"";"Z"f!;}‘h)\?.:-."':)*")_'

Romauplons que, 'il existe entre les transformations (2) p relations

distinctes telles que (3), chaque élément d'ordre ¢ de M, apparlient a

B .

oo multiplicités de la famille (F) puisque les transformations infinité-
simales (4) qui. laissent invariant cet élément dépendent de p —1

., paramétres.

Pour sxmpllﬁel I'écriture nous Iepiésnntm ONs p‘n u., le nombre des

dérivées d’ordre ¢ d'une fonclion de n variables et nous poserons
F{l4ptpet oo =T

Ln. écrivant qu un ¢élément (e) d ordre ¢ (¢ < #) apparlient & une
nmluplmm, de la famille () nous obtenons T équations indépendantes,
maginons que ces équations puissent &tre résolues par rapport & un
corlain nombre 27 (’tQ% quantités iy, da, ovny A |

Siz est égal & 7 la multiplicité M, qui contient. lc,lenwnt {e) est
déterminée, on du moins ses équations ne ‘renferment pas des para-
mélres variant d’une maniére continue, d’aprés la remarque faite préce-
demment X, £, Xo¥ £, ...., XY 7 ne satisfont & aucune égalilé de la
forme (3). . S

Nous voyons aussi qu’il n’y a-pas, quand »” est inférieur a », ptus de
r — 7’ relations linéaires entre les transformations (2) puisque les

‘multiplicités sur lesquelles se trouve I'élément donné ne peuvent

dépendre de paramétres dont le nombre dépasse r — 7.
Nous allons montrer que dans ce dernier cas le nombre #” est supé-
rieur ou égal a £+ 1. Les T équations que nous avons obtenues peuvent

ra L
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\

se partager en { 4 1 sybtemes le  premier systeme comprend h equa—
tions et exprime que la- multiplicité - passe - ‘par le point qui supporte

" .. I'élément (e), le second systéme se compose de hpy équations formées

en écrivant que I'élément du premier ordre contenu dans (¢) appartient
d la multiplicité et ainsi de suite. Du premier Sy stéme on peut tirer Ia
- valeur de certaines des quantités g, Az, ...y A 1mag1nons que Yon
remplace tes paramétres par les expressions trouvées dans les équatlons -
du second systéme qui seront résolues par rapport i quelques-uns des
parametms non caiculés et que I'6n poursuive ainsi, ce qui sera possible
tant que L'on n’arrivera pas &.un systéme dont toutes les: équations
soient mdependantes de A, Xz; ..., & aprés que les: ol)emllons précé-
dentes ont ét¢ effectudes. Si cette circonstance se présentait powr’ le i
'sybtéme (i <.t + 1) on obtiendrait ainsi un systéme d’équations -aux
dérivées par tielles.du (i — 1) ordre auxquelles devraient satisfaire les
fonctions ¢,, 93, ...., o4, ces'équations permettraient db calculer toutes
les dérivées d'ordre i —1 en fonclion de @Dy, m.}, ooy W -puis de-
T4y &a, oo Za ot de leurs dérivoes jusqud Porvdre § —2, la condition de
contemr un elément d’ordre 7 — 2 définirait Gompletemont une multi-
plicité de la famille, les txanstormauons infinitésimales

A’ [—2 f Xaz-__a]f ...... -,"£1—2)f .- .--l - ;_
el p(u consequent ' '
© XA XS, KO

ne seraient libes par aucune relation de la I'orme (3). Drailleurs » sef*ait
égal & 7, sinon les multi ph(;ltés M, ne dépendraient pas de r pammetres H
- ¢’est le cas que nous avons examingé et ecarté.
 Le nombre »” est donc supérieur ou égal i ¢ + 1 Sl r” est momdle que
7, puisque chacun dos -+ 1 systemes d’ equatlons que nOus-avons consi-
dérés plus haut permet de calculer une ou pluaeurs des quantltes :
A{, Ae, caeey Ar
Le rapprochenu,nt des résultats precedpnts ‘montre que le* nombre

des relations hnéaues et homogénes distinctes entre les tmnslm matlons

'~ (6) ne dépasse ] JdmdlS r—t—1;en pdl ticulier -

(r-—l)j—‘ }k(r—l)f ..... ; (f—-LJf
ne SatleOIlt 3 aucune relation de cette OSpece

- 2, Faisons maintenant une hypOt]leb plus specmle sur les transfor-
mations (1) et supposons qu’elles engpndront un. oroupe (G); les trans-.
formations.(2) engeudl ent un’'groupe que nous désignerons par (G®) qui
- n'estautre que- le groupe (G) prolongé jusqu’a VYordre {. Imaginonsf
assez grand pour que T soit. égal ou supu lear &7, (G) posséde .au .
- 'molns » irwa’riantu cest-a-dire qu'il existe an moins # invariants dl[fb—

* 4
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:entlcls d'or (Ile t dn { G) ces i_nva'r'i_am-s; sont..en offot’ les '_..i_"t-l_-_t.égm les du .
systeme L ) S -
@ - X f= 0, Xz l_f 0 ey -"‘**”-f-—-'. .
qm est composé de 7 équations linéaires aux dél ivées partietles du
- preiier ordre ot figuient 2 4 T variables. Nous allons montref que si'
. 1es transformations (2 )sonl liées par un certam nombre q (lrf lelauOm :
. mdependmtes telles que (3), les tl.ansfmmatlons
/) i‘+“f XUt fr “"'"f
. quisont obtcnuecz en pr ‘wlongeant X f X f ey X, f jusqu’i lmdm
t + 1 et qui engendrent le groupe (GU+D) ne %‘atlalonl pas & plus de
g —1 équalions amlogues - o '
Lés transformaltions (2) peuvent Btre langées de fagon qu il w y ait
entre-les 7 — ¢ premiéres aucune relation de la forme (3) tandis que
XU /e X xefy e, XOF sont des fonctions linéaires ot homo-

Xr—q+

4 '5@110:-5 de X,0 £, X £, ..o, XV, f; le systéme (7) se réduit &
) X0 f=0, Xy0f=0, ..., X' f=0.
-'Imabmons quil existé le méme nombre de relations linéaires et homo-

génes entre les tr ansformations (2) et (8); les invariants d’ordee { + l
de (G) sont los intégrales du systéme

(10) )U‘**‘”j =0, )n“’"”f 0, voeerey Xff;’fﬁ:ﬁ-
Jes eqmtlons qui composcnt ce systemc sont mclopomlanteq pulsquc
~ les équations (9) Je sont, de plus les équations -

gj-';)-}-lf-—-' ceeanany X{‘-f‘l}f__.__o

- sont des consequences des précédentes si les tlan‘lel]]ldLlOHS {8) salis- |
- fontag lela.hons distinctes telles que (3). Le systéme (10) est done’
- complet, il admel toutes les intégrales de (9), il admet en outre d’autres
“intégrales dont le nomble est égal au nombre dcs dérivées d'ordre t4 1
cde zy, Bay --0 5 Fn ¢'est-d-dire fiws 11. Ces nouvellos intégrales sont des
" fonctions indépendantes de ces D+ quantltés, en cﬁ'ct s'il en était
autrement, elles satisferaient & une équation linéaire et honmgene( )
qui contiendrait les dérivées du premier ordre de / par rapport & ces
dérivées (¢ + 1)es de zy, Zs, -...5 Zn, Celle équation ne pourrait - tre
.'qu une conséquence des éqmtlons (10), on lobtiendrait en égalant i
| zéro une combinaison linéaire et homogene des premiers membres et

on en (léduu ait

M) H X0 A+ H X0 4 e A e X f = 0,
‘HI, Hs, - - H,«_qdés,lgnant des fonctions de By Ly »-n vy Bay Z15 B2y
.oy Bn €4 des dérivées de 3y, Bz, ---+) 3, puique X.l“'*‘”f X+ f,

e, XUED f sont formées en agoutant certains termes JX,M £ X.)” f
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.oy XFL g et que les termes contenus dans ¢es derniéres expressions

ne peuvent figurer dans le premier membre de (). Par hypothése, il
n’existe aucune relation telle que (11), les invariants d’ordre. ¢ + 1 sont

el B

.donc, des lonc,tions mdependantes des derwées (¢ + 1) de Ty, 31,

Caey Bhs :
! . N .
Lonmdérons une multiplicité M, quelconque, si nous écrivons dans

~les invariants différentiels de (G) d’ordre inférieur ou égala ¢ + 1, an
ieu de zy, z,, ..., 2» et de leurs dérivées, leurs valeurs en fonction de

@y, Lz, - -, Ta €t sl NOUS éliminons @, @,, ...., 2. nous oblenons des
relations entre les invariants d’ordre ¢ 4 1 et les invariants d'ordie’
moindre, les premiers peavent &tre calculés e¢n [onction des autres.
Remplagons dans ces relations les invariants par leurs ekpressions.

- générales, nous trouvons un certain nombre d’équations aux dérivées

partielles auxquelles doivent satisfaire lés mulliplicités transformées de
M., d’aprés ce que nous avons démontré pour les invariants ‘d’ordre
{41 ces équatlons peuvent &tre résolues par rapport aux dérivées
({t+ 1) de 2y, 25, ...., 2, la condltlon de contenir un élément d’ mdre_
t définit donc une transformée de M, : nous avons vu qu'il ne peut y

avoir dans ce cas une relation du-type (3) entre les Lmnsfol mations (2).

Nous arrivons ainsi 4 une contradiction en supposant que les brans-

formations (2} et (8) sont liées par le méme nombre de relations linéaires

¢t homogénes, le nombre de ces relations diminue d’une unité au moins
quand on passe de 'ordre £ & I'ordre ¢ 4 1. En poursuivant le raison-

nement, on démontre qu’en prolongeant les transformations (4) jusqu’a |
~un ordre assez élevé on obtient des transformations telles qu'il n'existe

aucune relation.
~ On congoit Iacilement que (,ette seconde méthode peut fournir p..u'fms‘
des résuitats meilleurs que la premiére. Imaginons que 'on connaisse

le nombre s des équations lindaires et homogénes anxquelles satisfont
les expressions (1) et que le nombre ¢ défini comme  nous l'avons

expliqué (T > #) soit moindre que » — s — 1, il n'y a pas plus de s

relations distinctes analogues & (3) et nous venons de démontrer quaprés
“avoir prolongé le groupe jusqu'a Lordre £ + s, on trouve des transfor- -

mations infinitésimales entre lésquellesiln'y a pas de relations linéaires

ot homogmes le nomb: ot 4 5 osl pth petit que.» — 1.
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LA TERRE ET LA LUNE D'APRES LA COSMOGONIE TOURBILLONNAIRE

. 52.1:582— 33— 6
— 3 aont —
. 1. — LA TERRE.

J'ai exposé au Congrés de Clermont-Ferrand en 1908 (p. 1 ot p- 95 des C. R.)
une hypothése cosmogonique tourbillonnaire d’olt I'on déduit des lois et formules
nouvelles vérifices avee une grande précision dans le systéme solaire.

Pour montrer toute fa fécondité de ces hypothéses, j'ai entrepris de les apphquu
i letude des astres qui nous touchent de plus prés, la Terre et la Lum,, et A ceux
qui sont les plus éloignés, les ncbuIeuses spirales, que lon croit élre les xoxes
lactées Cautres univers. ' '

Les éléments du lourbillon terrestre. — L'étude de la Terre est
inséparable de celle de qron satellite d’autant que la Lune, étant le seul
satellite dont on connaisse la direction d’axe, permet de délerminer les
élémonts du systéme terresire dans la théorie tourbillonnaire, ¢'est-a-
dire A longueur d’onde du tourbillon terrestre, K son module d’expan-
sion, et C sa camcl,emsmquc gléments liés par I'équation :

| KLC (A)
d'aprés les formules (2 ) t( )etabhes en 1908 (p. 59 et 60). Si a est lc
| . rayon du tourbillon terrestre,

on a d’aprésla formule (4) pour
la distance a* du nt™ satellite -
dans le plan équatorial

€, terrestre ;
2

~ ) Tn— @& = (xl - a’)
5°18" (B) (@ —a=0C)

- 1l sagit, de la position de la
. Lune dans une des nappes
émanées du tourhillon {erres-
tre, de, deduire A, I, G et par
suite la distance des satellites
de Ia Terre.

Soient T E lwllpthue T E’

Fig. 1. |
Nappe lunaire et tourbillon terrestre. S0 dXe '1 7 dirgction d’axe

du lourbillon terrestre (axe de la Terre), T L, lt,quatbur lerrestre.
Dans la nappe lunaire émanée du tourbillon terrestre et de révolution
auteur de T Z, la Lune s'est arrétée en L & une distance angulaire de
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5018 de I'écliptique alors que le centre de gravilé du tourbillon terr estre. -

¢tait seulement en T, (T, L perpendiculaire & T Z): la preuve de la
réalité de ces positions relatives de la Terre et de la Lune a été donnée
en 1908 (p. 66) par le caleul théorique - de l'excentricité de T'orbite
]unaue On a en effet : - C | ,

" LT P . o
LT = LTl (l+e) m cd’ou e = 00,0547

¢e qui prouve q_lie L est l’apogée de la _Lune el que .‘
LT, = 60,;?,745

Mais l'axe de la Lune falsalt alors un angle de 64°38” avec L Ty
parallgle. i T'équateur terrestre. On a donc d’aprés la formule des
inelinaisons d’axe (p. 13 et 64, 1908) ol il convient de fairez=o0
puisque Faxe du tourbillon terrestre est perpendiculaire & U'équateur,

| K = (60,2745 — a,) tg 64938 |
| Lo rayon @ du tourbillon terrestre qui influe peu sur la détermination
de K ne devait. pas différer de 0,2 de plus. de 0 1 (le layon a pou[ Mars
est de 0,13). On a dong :
K = ‘1‘26,7 |

La nappe lunaire prolongée juqqu’a I'équateur terrestre 'etit rencon-
trée a la distance L, qui est une des distances calculables par la
formule (B): au moyen de la formule (2) (équation des profils des

nappes) et connaissant K, on peut alors calculer la distancew =T Ly

en égalant deux valeurs de T T, :
TT, = 60,2745 lg 1832 = 126 7L ——

on trouve ainsl :

r — O,;.,
60,0745 -

x = 70,661

Mais @ -‘——~l0,2 = 70,461 doil &tre d’aprés- (B). une puissance entiére

Al

- dela camctémsthue C el nous SavOns (p- 12, 1908) que 5= \/E (D densilé

de Ia plamtc) doit étre trés volsu <|o 1.643 valeur que cette expresssion
a dans le systeme de Mars: il N’y a icl aucune ambiguité : car en
prenant 70.461 pour la quatridme puissance de - .

C =287

Iexpression précédente-avec D = 5,50- est égale & 1,641. On démontre -

ainsi, ('une maniére précise, ce fait capital que la Lune appartient & la
qualriéme nappe satellilaire de la Terre. Les distances théoriques des

satellites dans le plan équatorial sont alors @, = 3, O()’i @y = 8,094 ;

@y = 24,52 ; o, = 70,606 (Lune).

o
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~ - La formule (A) donne ensuite :

”

1 = 134,79 rayons l(‘llO%tl’bS

Quo sont d(‘\(\llu\ les satellites @y @y m;, de la Terre ?
Lazone de satellites oy étant immédiatement au-dessous d'un satcl[m\
de., grosse masse (L-t_,me)_ s'est trouvée exactement dans Ja méme position

- cosmogonique que-les petites plansles au-dessous de Jupiter. La

théorie des masses (p. 67,1908) prouve que dans cos conditions ne.

peuvent se produire que des corps de trds petite dimension.
Los salellites @y @, @3 pourraient donc trés bien exislter encore en.

- partie sans qu’on les voie, pas plus qu'on napercoit les petites masses des™ -

étoiles filantes avant leur incandescence. Ces satellites exphqueratend
la lneur du gegenschein opposée a la lumiere zodiacale, ol peut-8tre
certains radiants d'étoiles filantes stationnaives pendant prés de 6 mois,

 c'est-d-dire voyageant avec la Terre.

- Conséguences géodésiques et géologiques de la formation dualiste
de la Terre. — Comme tous les astres, la Terre a une formation dualiste -
(p. 4 et 57, 1908) résultant de la condensation dans les végions polaires

“d’un tube-tourbillon axial et de celle d’'une masse satellitaire dans la

- zone équatoriale. Cetle masse est égale a

| 1
_GOI'I eSpOIld a und vcllf-ur ~———(lu ra ppOIL

o1 pour la Terre, c'est-a-

dire peu différente de celle de la Lune T Poisson a montré que la

maliére satellitaive la plus légére élait la promidre & se condenser sur
un astre, parce qu'elle rencontre de son atmosphére primitive une
résistance plus grande qu'une matiére lourde. La ceinture équatoriale
satellitaire de la Terre est donc relativement légére, ¢'est-d-dire que C,
moment d’inerlic principal autour de I'axe polaire est phis faible que
celui qui correspondrait i une.conslitution pour couches concentriques
ellipsoidales homogénes. Ce mode de constitution a ét¢ montré impos-
%1ble par les recherches de \fl\l Hamy et Poincaré si 'on adopte un

1 1
553 plu:, grmd quc ')'-g*;':r : voild doncl'explication t_le.

Pantinomie qui parait exister entre laplamssgnmnt par le pf‘ndlllb oL

aplatissement —

( 1
georle.slr[ue

293) et celui plus faible trouvé par U'Astronomie et (]lll

C——A
G

(A momentd'inertic

305,6
aulour d’un rayon équatorial).

I . - . l't A ) s r |
La masse satellitaive égale & or ° dit,.comme on peul 'évaluer par

quelques hypothéses simples, s'étendre jusqu'a + 20 de latitude. Or
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~elle dppOIte au novau une vitesse de Lotdhon inlense (1 139 (lll[ 6o.de
rotation - d'un satellite xaqant Ia surface dé Ja Terre, au liéu de 24 h.). -

1l faut donc s'attendre & ce que la croite terrestre présente dans cette
zone = 200 I, 'les plus nombreuses dislocations paralléles & iy équatcur

el cest effectivement ce que I'on constate. (xmeuque centrale. céte_‘-_‘
Nord de P Amérique du Sud, golte de Guinée, cOtes de” lOcean Indlen S

Indes Néerlandaises, Nouvelle Guinée).

Mais Ja précipitation satellitaire n’est qu n Pplsﬂdc ﬁlldl (Ie ld4'
geogeneése primitive. Presque toute la masse’ terresire pmvnent du tube
- tourbillon de 0,2 de rayon, ayant méme axe que la Terre ot c,ondonse_.

. par ses Polos. ci les vérifications . abonde nt tout aussl suﬂ'g‘eﬁu €S que
les précédentes. D'abord nous devons trouver- ver‘sﬂ “de dwtanoed
Taxe terrestre (119307 des podles) une dissymctme c,oncentnque aux

-poles: or, ¢'est vers 75 N que les continents cossent pour falm place a
I"Océan arctique ; le contraire. a lieu dans Phémisphére Sud ou vers

75" S les océans cessent rempldces par un continent élevé (3. 500 metres
4200 kilométres du Pole Sud ob sest arrété ‘\'I Schakleton) cancen-
- teique au Pole Sud. - = - o
" Considérons ‘maintenant  le tuhe—touvhlllon teu'estle cOMmime un

- pwjectlle allongé, arr 816 ot dpldtl par la condensation de l’echpthue"

qu’il rencontre-obliquement sous un angle de24°. Commie tout projectile

plastique dans-un milicu resmtant il prendra une forme plus renflée &

I'avant de sa tra]ecl,ou'a qu A Tarriére @ le noyau terrestre sera done
piriforme avec renfloments continentaux maxima- sous la latitude 65°

damlhemlsphue Nord, dépressions latémlee {océans) dans lhémls- -

- - phére Sud et mnhnent élevé au Pole Sud. .
" Comment variera la vitesse de rotation du noyau terrestre primitif

en cheminant du Péle Nord au Pole Sud ? Puisque c’est la partic Nord .
du tourbillon qui est la premiére- enrayée par la condensatlon de.

'- I'écliptique, elle perdra sa vitesse de rotation plus rapidement que, la

partie Sud : i y aura donc (Fig. 2) des plis Ul tordus dans le sens
‘direct gmmd on v du Novd au Sud: c'est précisément la figure
~générale des irois masses continentales en -regardant la Nouvelle

~ Zélandeet L\ustrahe comme le prolongement oblique des Indes Néer-
landaises et do la presqu’ile indo-chinoise. |

-

Lexcés de vilesse équatoriale apporté pfu' la matiére satellitaire

daformera cet ensemble de plis tordus en hélice qphémque detent,

~ rapprochant ainsi de la du'ec,tlun du méruhen les pointes Sud des

conlments . .
B mpemeazce ﬁgm"ant les de/ormatwn.s p?"zmztw% de la- Terre.
“—— On voit combien cette théorie géogéndtrique est 4 la fois plus simiple

et plus précise que Ihypothése tétraédrique de Lowthiangreen. Il nous
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a paru possible do rnprodmre par une 6\])81 ience simple les fléfOI ma-
tions caracléristiques-des continents : .
Prenom (leux Lubes N,S de méme. diamétre tomnant a frottement,
: \ -~ doux Tnn dans lauire: fixons sur eux -
| une -houle de poix blanche de diamétre
b fois plus grand (puisque @ = 0,2) et
dont I'équatenr coincide avec le plan de
séparation des tubes. Figurons quelques
méridiens en encasirant i la surface des
sphéroides des ficelles de couleur.
~ TFaisons alors tourner dans le sens
direct le tube S par rapport au tube N,
les méridiens prendrontla forme d’hélices
sphériques telles que &: enfin, appuyons
sur I'égquateur une légére ceinture métal-

- Rig.2. . " lique EE que nous ferons tourner dans le
Expénence de Formation schematique

de 1a Terre primitive. - - sens direct. On reproduira Peffet de la
matiere .s,atelhtaue et les llchc,es tvmndront en ¢ dessinant les golfes -
équatorianx. ‘

Dissymetrie des matcrieux des devuy hemzsza]aeres. — Comme sur
la Lune et sur Mars, la répartition des mers et des contients est entié-
" rement différente sur les deux hémisphéres. N'est-il pas a prévoir, en
effet, que letourbillon Nord aménera dans cet hémisphére les matiéres -
I‘éft‘&CtdlI’CS (oxydes terrenx) venant de la condensation de P'écliptique,
- tandis que le tourbillon Sud apportera les matériaux gazeux X (H, O ete.)
du tourbillon primitif. La proportion des mers aux torres émeor oées au-
dessus du niveau — 2.000 métres augmente en ellet constamment sur
- les divers paraliéles de 80° latitude N & 70° latitide S.

Or, la condensation du tourbillon Nord oli les.ventres et noeuds
répartissent la matiére périodiquement, donnera lien & des ondes
successives 00, parties du pdle Nord. La . condensalion équatoriale
satellitaire, sans (oute ultéricure, aura'3 périodes (pumqu ily a 3 zones
satellitaires @, @y @) ou Peau des océans équatoriaux sera refoulée
vers le Nord et le Sud. De 1a le conflit. pér iodique -qui a marqué, les
temps pnmau‘es entre les eaux et les continents, s terminant par
I'émergence de ceux-ci. _

La géologie confirme absolument ces vues trés precises.

& Le mouvement qui a donné naissance au Sy stéme alpin a été précédé de (quatre
« autreg mouvemenis analogues qui ont fait apparaitre respectivement les chaines
« pyrénéenne, hercynienne, calédonienne et huronienne. L'ordre  d’ancienncté est

« aussi celui des latiiudes croissantes, en sorte que la tendance, au ridement e
« serait propagée avec des intervalles de repos, du Péle vers 1’ F([letelll (*)

{*) P. Puiseux. La Terre et 1a Lune (p. 41 et 59).
. 4
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. " 1L — La Luoxe.
Egalisation des durées de rotation et de révolution. — La lune -

nous a permis de connaitre les 6léments du systéme terrestre ; ‘mais elle
'_adusm ses particularités de mouvements et dc formes que doit o\ph-_
quer la cosmogonie tourbillonnaire. |

- Et d’abord, comment admetire que la.Lune ait une dureo de rotation
egﬂle d sa durée de révolution, si, comme la théorie I'indique (* ) I'écart
possible de ces deux moyens mouvements a I'origine est tellement
faible, qu'il rend la coincidence absolument improbable ?

La difficulté, on le voit, est sauvée théoriquement: mais elle reste
entiére en réalité. Pour la résoudre, nous allons montrer qu'a I'origine
l’écaxt entre les durées de rotation et de révolution a attemt plusmurs
~ jours, ce qui fait disparaitre toute invraisemblance.

La théorie des rotations nous a donné (p. 3, 1908) pour la durée de
rotation synodiqae t = 30 j. 16 h. 30 m. i la distance apogée 63,58, ou
la Lune s'est formée. Cette valeur différe de la vateur actuelle ; = 29 j.
12'h. 44 m. 11 s'agit J’abord de savoir si la révolution synodigque a pu
avoir & Porigine une durée supémeure a t et décroissant ensuite
_Jllsqu aly. . - - . :

" Reportons nous & la ﬁgme 1: admettons qu’'aun moment ou la Lune
était condensée en L, 1a masse du tourbillon terrestre 6tait uniformé-
‘ment répartie sur une longueur 77 =2 LTL = 190 04 T, otant le .
milieu de ZZ7. :

Soit 72 la masse par unité de longueur de Z77. La résultante I de -
Iattraction de Z7Z” sur L, divigée vers LT, a pom wleur daprés le
théor¢ eme de Biot et Savmt;

2m . '
F=—=o—_sins
LT,
§ élant I'angle sous lequel on .voit de Lla demi- longueur T,Z. On a,
&’ .;1'1Ileu-1_'.s, m 277 = M, massé de la Terre : et 8 = 45° d’ou
' M |
. F= 107
' | LTI

Ainsi; dans les conditions supposées I’ attraction F de la-Terre n '6lait
que 0,707 de son attraction actuelle sur la Lune.

A celle valeur de F correspond, daprés la troisiéme loi de Ixeplm ,
une durée de la révolution sidérale ¢ = 32 j. 49. -

~_Enappelant « la durée de I'année primitive, la révolution sy nodulue
1, correspondant & ¢ serd donnée par la formule )

17 1

—_—

R T L f

-

1%} Mtcatuque celeste. 1‘1-«-cmnd T.H p 41-; )
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Ainsi, quel que soit =, supér icur sans (loutc a 365 J 25, on a
Lo U'=32]. 49. |

Par suile, le mois lunaire &y en diminuant jusqu'd sa valewr
actuelle 29 7. 53 a passé par la valeur pr zmetme de la dm"cc a’c |
rotation de la Lunc 30 j. G8. .

Les phases successives dans le systéme 'lu ro-Lune sont donc law
sulvantes : :

10 La durée du mois lunaire (lﬂl}db‘ab d’abord de plusicurs jours oellu
de la rotation pumltwc (30 j 63) qui elle méme excéde la durée
actuelle 29 j. 53. :

2° Leangmentation de la force d attraction terrestre I coincidant avee
une augmenlation de vitesse sur Porbite, réduil la valeur du mois
lunaire 4 30 j. 68 + =, Les marées délerminent sur la Lunc un hour-
velet dirigé vers la Terre mais un peu en arriére du m} on- vecteur
l crrestre : d’ot ralentissement de la rotation.
© 3* Le mois lunaire diminuant arrive & la valeur 30 j. 68 —e¢. Alorsle

hourrelet des marées lunaires se forme en avasnt du rayon vecteur
“terrestre : Pattraction de la terre produit ainsi une composante tendant
& accélérer la rotation. Celle-ci, par des oscillalions suceessives
longues périodes, suivra désormais la durée du mois lunaive jusqu'a sa
valenr actuelle 29 j. 53. -
~Ainsi, & un moment donné, par rapport & un rayon vecleur L(}nestrc,

la rotation, d’abord continue, se change en un balancemenl de grande

amplitude (prés de 90° a st et & I'Quest) qui se réduira progressive-
. menl d la libration actuelle en longitude (8 dans chaque sens).
~ La succession de ces phases peut &tre reproduite’ par un mécanisme
lacile & imaginer, * | |

Genése du relicf lunaire. — Les dissymétrics des deux hémisphéres
sont nombreuses sur la Lune comme sur la Terie ot n’ont guére 6lé
oxpliquées : ‘ .

19 Les grandes mers cireulaives, & quelque distance du Pole N,
existent presque exclusivement dans 'hémisphére boréal. |

20 Les'cr‘atéres sonl pr-écl()minants dans I'hémisphére Sud. ‘

3" La région arclique a une structure spéciale en. 105.1115(, Ta région
équatoriale a des saillies ot différences de niveau moindres..

4° Les alignements de grands cirques et les angles de position de ces
alignements et de nombreux sillons ou digues variant-de 30° 4 500 et
“indiquant les-mouvements tangenticls importants caraclér isorit MHLOLLL
I'hémisphére austral (p. 151, 165, Puiseux). -

I’explication de ces dissymétries est la méme que pour la Terre.

Les matériaux réfractairves, vite solidifiés, arrivent par le towrbillon
Nord qui a rencontré le premier ['écliptique; la contraction, comme

-
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~dans un ballon e > caoutchoue que lon vide y {letermme, pam aison de
symétrie, les accidents circulaires (mers). o
_L) animée tl"un.e" rande
7364) mee Cune g
vilesse langentielle dérase los accidents du sol lunaire.

- La faible rotation lunaire ne peut produire d’effets marquante{
fue dans 'hémisphére austral ol I partie sud du tourbillon prend un
mouvement direct-relatif par rapport a la partie Nord vite enrayée

A l’équa Leur; la mat.iére Sal,éllitai['é (

{comme pour la Terre): de 14 les mouvements tangenticls obliques i

{"équateur.

Mais le fait.dominant pour I'hémisphére austral est I'extension. du
‘volcanisme : sur la Terre aussi le rapport du nombre des volcans a la
surface émergée est bien plus grand dans I’hémisphére sud que dans
Fautre. Or, quel que soit le mécanisme de cette action,sle volcanisme

-esten relation certaine avec le voisinage des nappes liquides.

- Sur la Lune comme sur la Terre, ce serait le tourbillon Sud qui

-aurail amené 'eau, mais en quantité bien moindre que sur la Terre:

car, comme 'a montré M. A. Gautier, 'eau occluse dans les roches et -
«quin’en est chassée qu’'a une tempélature de 300° su[ﬁt A {‘\pllflllel le
volcanisme.

Conclusions. — Le.\amen des p‘lrtlculautes de la Terre et de la

“Lune 4 la lumibre de la Cosmogonic tourbillonnaire ajoute des preuves

nouvelles & celles déja nombreuses que contiennent nos précédents
meémaonres,

'
e

| M. E. DURAN D-—-GB EVILLE

{Paris)

LE CONOIDE CREPUSCULAIRE

A}

) 52.67 : 551,593.6
— 3 acat —
Y

Dans une communicaiion & I'Aeadémie des Sciences présentde par M. Destandres

le 3 aoht 1908, nous avons donné sous ce titre: ¢ Le premier crépuscule du matin

et le second crépuscule dw soir ", le résumé de nos observalions, dont le nombre
dépasse 500 et dont la plus ancienne remonte au 8 février 1896, sur des phenomencs
umineux anormaux qui n’apparaissent, le soir, qu'un quart d’heure environ aprés
1e coucher du soleil et qui cessent, le matin, un quart-d’heure avant son lever. )
Tous les phénoménes ‘dont nous nous sémmes occupé proviennent
manifestement d’une déviation des rayons solaires. En'effet, leur appa-
rition, sur tous les points du globe, se produit 4 la méme heure locale,

c’est-d-dire quand le soleil est dans-une position identique par rapport
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d chaque point d’observation. Ils s’expliquent tous irés simplement, si |
I'on admet que certains des rayons solaires tangents, ou i peu prés, &
la surface terrestre s'infléchissent partiellement pour pénétrer dans
le cone d’ombre et subissent une réflexion totale plus ou moins confuse
vers 15 km. d’altitude, redescendant ainsi vers la terre sans toutefols
alteindre & sa surface, puis vont se croiser sur l'axe du céne d’ombre
a une distance d’environ 500 km. d’altitude.

Le phénoméne le plus apparent et, par suite, le plus anciennement
connu, du crépuscule du soir, facilé a observer, du reste, & 'cause de
I'heure, est celui de la « recoloration des Alpes», appelé en allemand
« Alpenglithen ». Il est visible environ 36 minutes aprés le coucher
apparent du soleil, qui, dans le pays de montagne, est en avance
d’environ 20 minutes sur le coucher astronomique. L'explication du
fait est rendue claire par la figure ci-jointe. B

L’arc inférieur représente la coupe de la surface terrestre par le plan
de la fenille de papier, qui renferme en méme temps le centre de la
terre, I'observateur O et le centre du soleil ; le second arc est la coupe,
par lo méme plan, de la surface des cirrus, située, i trés pou prés, &
9 km. daltitude ; la troisiéme est celle qui correspnd d la partie supe-
rienre d’une couche d’inversion de température de Pair, couche dont
I'existence a été démontrée par les observations sle ballon-sonde de
M. L. Teisserenc de Bort, et qui permet de s’expliquer qu'une réflexion
totale puisse se produire dans ces régions. Sil'on ne tient pas comple
de la réfraction atmosphérique, la ligne droite TOT’, qui passe-

-B.'!

- par Tobservateur O, sera la limite du cone d’ombre ; PP celle de la
pénombre ; dans la réalité, il faul tenir compte, d’abord, de la réfraction
astronomique. produite par la décroissance de densité des couches
atmosphériques ; puis d’une autre déviation produite sans doule par des
différences de température provenant du refroidissement des molécules
Qair les plus voisines du cone d’ombre. C'est ainsi, semble-t-il, qu’on
peut expliquer comment 1& rayon réfléchi n'est pas TO™, tangent a la
surface terrestre, mais un autre rayon qui passe a environ 1.600 m.
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plas haut. Un.rayon passant par R, par e'{cmple s'infléchit légerement
pour pénétrer dans le cone d’ombre quélque part entre C et T, arrive
a 1a couche réfléchissante (supposée simple pour simplifier les explica-
tions) en R”, et se réfléchit suivant R”R”. Quelle que soit la position
du soleil, il y a donc constamment, dans 'intérieur du cone d’ombre,
au-dela de la région AD, qui est obscure, une région limitée i sa partie
inférieure par_R” DR qui, jusqu’a une certaine altitude, recoit la
lumiére atténuée d’'un faisceau réfléchi. -

'Faisons tourner la terre de 'Ouest & I'Est, l'observaleur O, déplacé
par cela méme vers O7, verra monter sur les-brumes ou les cirrus de
Thorizon Estune ombre dont la limite supérieure est 'are crépusculaire.
Au bout d’un quart d’heure environ, il dépassera O et, & partir de ce
moment, il verra les nuages de I'horizon Est s’éclairer de nouveau.
L'éclairement des nuages s'étendra lentemgnt vers I'QOuest avec Ia
vitesse'de 1° par 4 minutes (I'angle étant mesuré du centre de la terre).
A partir du moment ol l'observateur dépassera 0, les nuages de
I'horizon Est cesseront d’étre éclairés; la deuxiéme ombré apparaiira
et progressera, & son tour, vers I'Est, et au bout d'un temps suffisam-
ment long, tous les nuages du 0101 Jusqu a I'Ouest, se seront éteints les
uns apres les autres. -

Le second éclairement des Alpes n'est qu'un accident particulier de
cette marche générale, de cette succession formée par-la premiére
ombre, le second éclairement et la seconde ombre.

I’explication des faits, en ce qui:concerng les Alpes, avail 6t6
donnée, presque exacte, par le Df Heim, de Zurjch, en 1868. Elle avait
en-peu de sueces, parce que le DF Heim plagait la réflexion des rayons
solaires & 80 km. d’altitude. Notre rdle a été de retrouver I'explication
en la rendant plus vraisemblable, et & remplacer l'observation des
montagnes par celle des nuages; procédé hien-plus commode, car les
nuages peuvent &tre considérés comme des glaciers. blancs, dont les
supports, c'est-d-tlire les montagnes, auraient disparu, permettant ainsi
d’embrasser d’un coup ~d'eeil, simultanément, plusieurs. phases de
Yéclairement. :

Comment se fait-il que personne n'ait songé, avant nous, a renmtquel
que, tous les soirs sans exception, sauf quand le ,ciel est absolument
couvert, les nuages de 'E. recommencent & blanchir trés nettcment un
quart d’heure environ aprés le coucher du soleil et restent éclairés
‘pendant une heure ou méme davantage ? C'est un aveuglement qui nous
a paru mcomprﬁhenmhle jusqu’auw jour ou-nous nous sommes rendu
compte que nous-mémes avions cu les yeux fermés a ce phénoméne
pendant la plus-grande partie de notre existence. - .

Le conoide crépusculaire produit d’autres -phénoménes qui ne

-
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. different des.précédents que- par des particularités. secondaires. Les

anciens avaient;séparé en deux. parties, 'aube et l'auwrore, la période
qui précéde lé lever du soleil. Clest, gu'en effet, ils avaient di le
remarquer, au moins inconsciemment, ces deux périodes sont séparées
par un intervalle d'un quart Jd’heure environ, pendant; lequel le ciel
s'assombrit ‘1égérement, mais nettement. Il faub signaler aussi la
« tache rose », en allemand « Purpurlicht », qui se produit-a Vhorizon,

. - tantdt & UEst, tantdt & 1'Ouest, tantdt des- deux cOtés & la fois el qui

provient de I'éclairement, dans un ciet en apparenci, clair, de couches
de fins cristanx de glace. ‘

Si des nuages existent sous 'horizon, dans nne situation convenable,.
ils projettent leurs ombres a travers les taches roses e maniére &
former des « gloires », Quand le ciel est couvert. d'une couche de fins
cristaux de glace un peu plus épaisse, les rayons de ces gloires, paral-
leles en réalité, peuvent traverser tout le ciel et convmgel aun-dessous
“de I'horizon Esl et de 'horizon Quest.

~ 1l est presque inutile de dire que les brumes de I'horizon subissent
les mémies alternatives d’obscurcissement et d’éclairement anormal que
les autres nuages. | B

Lavmiére zodiacale. — Nous ne l}I étendons nullement exposer ici
une théorie nouvelle de ce phénomeéne. Nous acceptons T'idée que. l'on
s'en fait actuellement. Elle a sans doutle pour cause l'existence d’un
disque trés mince d’une matiére trés légére qui s'étend dans le plan de
Téquateur solaire jusqu'au deld de Vorbite terrestre. 11 est probable
qu'elle est vaguement lumineuse, car les. observateurs n'ont pas
remarqué qu’elle ft moins visible duns sa. région correspondant: a
cone d’ombre terrestre. ] \Lm un savant anglais, dont nous rumottom
«"avoir oublié le nom, dans un travail dont nous ne pouvons pas non
plus retrouver la trace, a fait des observations bien intéressantes snr la
clarté de la lumiére zodiacale. Il a remarqué qu’aprés des journées on
le ciel avait été un peu blanchitre, la lumiére zodiacale, au lieu d’élre
“voilée pour I'observateur, par Iinterposition de ces poussiéres ou
“cristaux de glace, paraissait an contraire plus brillante. Il ¢n a conclu
résolument, sans toutefois préciser davantage, que la lamiére zodwcale
n'est pas un phénoméne purement cosmique; qu'elle est dans une’
relation quelconque, & déterminer, avec I'atmosphére terrestre.

La corrélation remarquée par-le savant anglais pourrait en effet avoir
une cause terrestre : 'existence du cone crépusculaire. Celui-ci doit
éclairer davantage un ciel plus chargé de poussiéres. On a méme vu
“des cas ou le second crépuscule (que nous avons appelé albe, par
symétrie avec aube), durait toute Ja nuit. Si Ton superpose deux fais-
ceaux lumineux, pourvu qu'ils soient translucides, leurs éclairements

-
-
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S,._’;_a-;_[dil.imment.- Tel est peut-éire le cas pour la 1umié_1“.e .z_odiacal:‘e et le
“second crépuscule. En tout cas, ewistence du conoide crépusculaire
suffit i expliquer tous les phénoménes déja connus du. premier crépus-
.c'u?le du matin ef, du second ‘crépuscule du soir et tout -ceux dont nous
avons signalé l'existence. | : |

.\ .
P
i . . ¢ 4

A | M Arthur LYNCH

M. A, C. E, M. R. C. S, L. R. C. P. (Londres).

UNE QUESTION DE REPRESENTATION GEOMETRIQUE. ™ _

_ 152.3 : 613.9 (01)
— 3 aoif — :

- Ce mémoire vise surtout des résuliats utiles, bien qu’il y conduise par des -
‘arguments basés sur des considérations philosophiques. Il s’agit d’exposer une
représentation graphique de la géoméirie, plus éiendue et plus systématisée qu’il
n’a été fait jusqu'a présent. Le seul énoncé de cette intention me vaudra, je Vespére,
un encouragement parmi vous mals A mesure qu ‘on m’accordera des sympathies,
mon programme prendra. une envergume plus grande.-
<81 je commence par un peu de psychologie, c’est afin d’y chercher une garantie
“pour-des conclusions pratiques. Dans I'histoire des mathématiques, la psychologic
‘a joué un rdle- trés important, et méme essentiel ; surtout dans les questions
~délicates qui se dressent & Uentrée des voies nouvelles du progres. ‘
Bien que le probléme nous semble aujourd’hui assez simple, il a fallu & Descaries
une véritable subiilité métaphysique pour échapper a la routine de la géométric

' grecque, et pour mesurer sur une échelle convenablemem choisie les lignes que

les Anciens ne voulaient diviser que selon certaines méthodes.
Plus tard les mathématiciens se trouvérent écrasés sous 'énorme développement
du systéme cartésien, assez peu maniable dans certaines régions; et Pliicker a du
remonter 4 la source des idées de Descartes lui-méme pour trouver un autre
systéme de coordonnées ; ce fut le point du départ non seulement des recherches
de Pliicker, mdis aussi des ceuvres géniales de M. Félix Klein ‘et du grand
Norvégien Sophus Lie. Toute la conception des coordonnées se trouvant élargie du
méme coup, nous y devons encore des brillantes découvertes ’Ossian Bonnet, et
de M. Darboux, parmi d’autres des plus distingués. ' |
Les méditations les plus empreintes de I'esprit psychologique de Gauss ont
‘Suggéré non seulement les théories si remarquables de Bolyai, Lobatchewski, et
leur école, mais aussi les vues profondes de Riemann. Je ne connais dans la région
de la philosophie aucune lecture, pourvu gu’elle soit sérieuse, plus abstraite que
 le discours de Riemann sur les « Hypothéses qui servent de Fondement & la
' Géométrie », mais combien suggestive et féconde est cette exposition.
Legendre parle des idées métaphysiques qui ont guidé Monge dans ses recherches;
et dans notre temps quelques-uns d’enire nous ont eu lc plaisir d’entendre
M. Poincaré indiquer, dans sa conférence sur 'Invention dans les Mathématiques,
le cHté mystérieux de llJ]SplI'atIOI].
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Ayant ainsi sollicité droit de cité pour la psychologie j'essayerai d'en
faire valoir Papplication dans la question présente. Est-il admissible,
par exemple, de représenter la ligne droite par une image matérielle ;
un triangle par un modéle métallique 2 Je chercherai, d’ailleurs, 4 donner
une réponse plus amplement philosophique d'cetle question. Pour le

_présent, je dirai qu'en tous cas, nous nous représentons toujours la
" droite matériellement ot ainsi par conséquent toutes les figures géomé-
triques ; que nous arrivons i la concej;»tion géoméltrique, abstraite, non -
pas directement, mais par un effort de dissocialion, qui se porle sur
certaines qualités de la matiére ; el bien que ce procédé de dissociation
soib aussi fondamental que celui de 'Associalion, il implique par ce
fait ta nécessité d'une représentation matérielle. |

I'en conclus quil n’y a rien dans la nature des modéles qul choque
Ia science pure. Il serait démontré, au contraire, par une analyse des
opérations fondamentales de Pesprit que 'emploi en est philosophique-
ment indiqué.

Dabord il donne une représentation unmedlate a ce quautrement
nous aurions & construire.par titonnements. Un modéle bien construit
exerce, stimule I imagination, et donne l,oujoum un point.de 1013610 &
la concentration des pensées.

Jal fait quelquefois des expériences sur les cl,al;s mentaux qui corres-
pondent & certains exercices, et j'ai trouvé que dans la fatigue ce sont
les constructions géométriques qui les premieres deviennent instables.
Méme dans les conditions de fatigue mentale excessive les coordmmées
cartésiennes refusent de maintenir leurs positions.

.La géométric est désignée souvent comme une science de raisonne-
ment, de déduction,, par opposition aux sciences biologiques, par
exemple, qui sont des sciences d’observation et de classification, et qui
s’appuient fortement sur la mémoire. .

Mais Ja distinction se trouve basée plutdt sur la matiere présentée &
la recherche, et sur les détails de technique. Au fond de ces apparences
on voit des similitudes, méme dans les sciences qui, & la premiére vue,
n’ont rien de commun. Le raisonnement en général n’est au fond qu'une
progression par Association, bien que cette Association soit déterminée
non sculement par des contingences, telles les similitudes, ou des
contradictions des objets externes, mais aussi par les résullats de toute
une vie d'un travail intérieur d’association, de comparaison, de classi- -
fication, et tout ce que ces procédés impliquent ; 'ensemble étant dans
une dépendance essentielle de la mémoire.

La géométrie pourrait étre représentée comme science d’ observalion,
de classification, de développement, dirigée sur certaines circonstances
particuliéres, ¢'est-d-dive les aspects quantitatifs de la nature.
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u,tle exposn;lon, ou j'al dix trop condenser peut-etre au risque d’étre
obscur, tout un systéme psychologique, me permet mamtenant d'aborder
la question plathue.

hMPLOI DES MODELES. A .

Toul ¢e qui peut aider la mémoire des fomnes et des ﬁO*ur(,s mathé-

- matiques est utile pour I'étude. Les figures dessinées sur I'ardoise ou

sur le tableau ne sont que les 1eplesentat10ns nnpréclseq de wvérilables
constructions mathématiqueseti’a ide qu’elles apporient serait augmentée
si elles étaient remplacées par les constructions, en ‘acier poli, pas-
exemple soigneusement faites et conformes aux llldlC‘lthHS exactes.
‘La-mémoire est aidée par tout ce qui “éveille le mieux, par voie

d association, les idées en rapport avec un objectif ; et pour cette raison,

il est heureux de posséder une construction .maniable qui fasse appel
non seulement & la vue miais, en méme* temps, au toucher, et a ce sens
d’effort, relié, en partie, au sens musculdire, qui- consntue un elmnent

[N

Des constructions exactes renforceraient aussi cotte notwn de Sy mé-

trie qui n’est pas encore assez ulilisée dans les éléments de la. géométrie.

Ellessuggéreraient de nouvelles iilées, ¢’est-d-dire des idées d’ ihvention.,
Ceci érive d'wune puissance de combinaison yui reste dans les associa-
tions d’ 1(lee-<. tantdl nouvelles, tantdt lides & celles quir constituent le
fond de notre connaissance acquise. Dans ces combinaisons, la peécision

“des indications est d'une importance capitale. ’

- Tout cela me serait accordé peul-étre sans gmndt, difficulté, surlout
en ce (ui concerne la géométrie ¢lémentaire.

Par 'emploi des constructions convenables, surtout en évitant ce
langage par lmuher et terrible aux jeunes mtnlhgenceq dans lequel on a

~coutume d’ ea.prnnm les vérités géométriques, on peut faire de quelques

dltﬁ( ullés classiques un jeu d’enfant. Le célébre pons asinorum, par
exemplc, peut &tre représenté sunplement comme un cas de symétrie,

- Ou au pis, démontré par une supmpomtlon

Méme si I’on monte jusquaux hautes mathem.nthues on trouw‘- des
exemples de construction qui représentent diverses figures remarquables
qui illustrent des études intéressantes. Los modelm de M. Brill' de
Darmstadt sont devenus. fameux Jjuste titre. |

On pourraif citer un grand nombre.de géomélres qui ont trouveé utile
de faire des constructions pour mieux fixer leurs idées. M. Félix Klein
dans une .conférence sur « The Real -Shapes of Algebric Curves »,
donnée le 31 aotit 1893 4 'Université. d’Evanston” dans les Etats- Unis,

a cité plusmurs exemples (lanb Pliicker, Clebsch, Rodenhu , Rohn, et
d'autres. L |



i
LI [
. .y

66 | MAT};H?:M,A:I‘IQUES, ASTRONOMIE, GEODESIE ET MECANIQUE

4

.

Lm-mum a insisté sur Iutilité de ces constructions an point de vue-

| puremem smenhﬁque. « La question », dit-il, « de la réalité des formes

géomeétriques et la figure des courbes et des: surfaces algébriques a été
négligéo pendant longtemps. Autrement, il serait difficile d’expliquer,

par excmple, pourquoi 'on a manqué d’observer la connexion qui
_existe enire la théorie de la mensuration projective de Cayley et la
géométrie non-euclidienne ». -

Plus 'loin, il donne son avis définitif : « Ces méthodes nous donnent.
la véritable image mentale de la configuration en questlon et ceci, je le-

considére comme essentiel dans toute véritable géométrie ».
‘M. Klein appelle « intuitioniste » ces géoméires qui aiment 3 se

représenter clairement et constructivement la nature de leurs expres-

sions géomeétriques, et il nomme (*ommn L\rpes de cette catégorie, von
Staudt et lord IKelvin, . |

Von Staudt wallait-il pdb jusqu’a un. certain nwpns de Tanalyse
wmbollqun ? |

Lord helvm affirmait qu 11 ne pourrait rien comprendre qui ne fut
pas repr résenté d'une maniére constructive. Los exemplesqu’il a donnés

de ces constructions sont restés célébres, tels que 'Harmonic Analyser.
" Hamilton avait un besoin pareil de représentation graphique, et il ne
faudrait pas non plus oublier la maniére intensivement: psychologique
de I'illustre inventeur des Quaternions. Bien que lemploi de L Se8
algor ithmes fut tout indiqué, il né restait jamais satisfait qu il nait
fouillé jusqu’au fond la méthaphysique de la question. ‘s
Si Fon [ait une étude non seulement des mathématiques, mais encore

- de la méthodologie des mathématiques, on trouve que, dans une région.
peu familiere, la difficulié principale est ordinairement ‘celle de la
représentation mentale des constr uctions nécessaires.

Dans toutes les sciences, les difficultés qui obstr uent la réalisation ou
la vérification de théories et de suggestions sont trés'souvent questions

de technique, et cola n’est pas moins vrai dang les régions mathémati-
ques. La techmique de la géométrie consiste dans ses formules et dans
leur manicment, dans ses constructions et la connaissance claire et
precise des relations entre les unes el les autros. Cetle technique sera par
conséquent, avantagée par des conslructions appropriées. Considérez,

par exemple Uéquation de Icllipsoide telle quelle est donnée par

Hamilton dans son ¢ Elemcnts of Quaternions”™
( sL4vL : ) 1

La mgmﬁcdtlon de cetle onmulc ne saute pas aux yeux, méme de
ceux qul sont familiers avec la notation des quaternions et qui en ont
fait usage pour d’autres caleuls. -
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"\ialx Hamllton fire de (:(,ttc- for mule, aprés cei t(lmes L[’llleOI m.;mﬁnx

-+ une méthode de construction de Uellipsoide « D'un point fixe A,sie la
surface d'une sphére donnés, flgu:cz la corde A D soit D" le ‘deuxidmi

point-dintersection de la méme sur face sphérigue. avec la sécants B D,

tirée d'un- point B, fixe; 6l externe’; prenez le sectour AL égale e
longueur ala droite B D oL ayant une direction soit coincidénte avee,
so1t opposée (,P‘lltf1 de la corile AD; lelieu du pomt]} sera onc

ellipsoide avec centre A\, ot B en §era un point sur la sur face », - v
‘Ensuite par d’autres transformations de.ses formules, ik tire d aubres

conclusions et il ‘démontre comment 10]11p<:01df~ peut dtre considérs

comme fa dLiOI“ll’ldtIOn de la sphére moveinne }101110[00 e A lelhpsoulu.,

.at l(“plbsf‘lltbc parla formule To=Te. - -

f .

;

- Mais, si cette dclormatlon peut étre representc,e p.:n ia constr uchon

- ‘mécan:que de la sphére el de | elhp&mde on verrait, non wuimmmt la
véritable sig nifica tion de toutes cos for mulos I"IldlS on »umnut le ldl‘SOll—- ‘

nement <,lanmuont, meéme’ on verrait d’avance - cert: unes (les, autres

conseyuences, et on associerait de la maniére la plua évidénte les
_ propriéics dplc,lhpsouio avec les formules dl[FE,J'(‘nf('\ qm suvont i la

car actbmsm - o )

Je ne cite 1elhpsonle, bien (,nl;ondu que cf)mnw u.xemph, et si ]b

lcn chom ¢’est parce quon pommlt Ieplésontm- par nn . mocéle

HlBCdHI(IUO cétte intéressante construction de Hamilton, en méme-te mpb :
- qu'on pourrail donner une (,omparalson sm*mﬁcahvo onticlemplot du
" systéme’des quaternions et celui de Descartes. \
. Commnie autre cxemple, on pbuirait considérer diverses smfaces dont
le\pomhon analytique est fowrnic avec tant' de maéstria dans Ia’
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|

"« Théorie générale des surfaces », par ] ‘M. Daiboux. Cé livre (*onimnl;'f -

- quelques cxemples de Yillustration graphique, la surface d° Enmneper
notamment ; et Je fait que- ces hgures l‘eﬂlph%sfint ine fonction "utile
~indique le pdltl qu'on pourrait tiver des reprosentamons umo:eplug

~ tangibles, et arranjzées sélon un systeme de classification.
Toute cette euvre d’exposition est 3usoppt1blt, d'une représentation
qui serait saisissante de -réalité. On verrait, en quelque sorte, la

génération des surfaces comme l'interprétation des for mules, les’ frans-
- formations d'un systéme de coordonnées en un' autre, 1'évocation des

surfaces réciprogues. La construction générale de. la- surface minima
telle qu’elle est indiquée i la page 415 de ce lm e, perdrait son a pparnnc
de complexité et d’absiraction, S

t

Enfin, on pannemlmtl; par'(,e moyen Jusqu aux setrets les plis

fondamentanx de ces développements; car on ne peut jamais ptetendrc

avoir complet,g_ment compris une exposition jusqu’a ce qu’on ait trouve’
I'idée germinale, les suggestions génératrices de 'auteur ot qu'on ait

‘\
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1u' arde la £|(}II[O]ISLIAMOII comme conlant natur allement de celle source.
Dans le casdes théories de Sophus Lie surtout on obtient unc illumination
remarquable en donnant un aspect malériel aux llmwtm‘m.ilmm, car
cela est bien conforme & son propre espril. , .

In somme, on voil qu'une fois accordée, laa.«,mt,(me d'une représen-
tation graphique @u début de la science, largument nadmet pas de
. solution de conlinurlé jusqu’d ce que lout ce qui est possible soit
représenté de la maniére la plus tangible. Ei ¢’est pourquoi jai insisté
un.pen, par.des considérations psychologiques, sur Putilité, dans les
cas les plus: st ]:i)l.é;s du systéme graphique. _

Certes, dans Pélwde des mathémaliques;-il faut faire souvent des

.

. S . ' . -
- senter toules matérictlement, mats on peut se convaincre que, pour ce

genre ('exercice, 1l est toujours avantageux -de posséder un fond-

d’exemples connus el clairement. imprimés dans la mémoire. Ne pas
vonloir aplanir des difficultés de recherche n'est pas scientifique, bien
que M. de ] \lol'gdn dans son temps délendail Euclide, en disant que sa
présentation de géométrie élait mauvaise 4 tel pomt gqu'elle étail trés
utile comme gymnastique mpntalo Mais le’ champ des nu llhenwlulues
est.aujourd’hut si+ vaste que les uéOmequ les plus illustres n duront
jamats soupucx comme Alexandre-le-Grand, qu'il-ne leur res pluq
de pays i conquérir. o |

APPLICATIONS

Certes, on'ne voudrait pas estimer la‘valeur des rocherches mathé-
- matiques par la possibilité d’une application matérielle immédiate.

Néanmoins, je suis persuadé qu'il n'existe pas de pensée des plus”

abstruses d'un Fernat, d’un Gauss, d'an Abel, «’un Galois, qui n’aurait
éventuellement une importance bien marquée au point de vue pratique.
- Quiconque a pu surprendre un secret de la nature, d’apparence méme
toute abstraile, powrea s assurer que cotle déconverle ne restera stérile.
Tot du tard elle rayonnera dans la vie active du monde matériel.

- M. Edison, qui méprisail les mathématiques avait coutume de dire
que soncsimple bon sens faisait mieux que les élucubrations des plus
célébres géoméires. Mals voild une maniére de voir trés hornée au
point de viie méme du progrés vulgaire. Une fois un principe établi par
“des esprits philosophiques: Qersted; Ampére, Faraday, Maxwell,
Hertz, Branly, des intelligences d'un ordre moindre pourraient manier,
- remanier et faire résonner dans les sphéres commerciales dés applica-

tions des résullals acquis, surtout ceux qui, dansleurs euvres spéciales,

oni fait preuve de vérilable génie, comme MM.. Edison et Marconi.

Mais M. Edison lui-mé&me, retiré de la vie active, se trouve hanté par

constructions mentales, el ce serail une porte de temps de les repré-.
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Vidée de chercher le fond des choses dont il a exploite si nerveilléuse-
ment les effets, et 4 la fin, inais un pea tard, il ¢ apphque a la lecture
de Clerk Maxwell, de Helmholtz, de Hertz, et de Lord Kelvir..
“Je remarque aussi en passant que ) M. Edison a insisté sur I'imporiance:
non des représentations schemftthues, mais d@s modéles exacts. el
‘ Cﬂpdbles de fonctionner. < S '
‘De I'autre cOté, nous trouvons des mathematlctens comme Kummer
qui affectionnait surtout la théorie des nombres, parce qu'elle était la
seule forme des mathématiques chaste et purc, non avilie par le contact
des apphcatlons. : , -
Les applications et les ﬁgures constmcl;lves ont envahi la [ebIOH de
Kummer. Méme a une occasion, il a dd s'incliner devant la démons-
_tration d’une constr uction matérielle pour combler une lacune, dans ses
spéculalions supemeures ’ "
. Létude des applications est utile, _ non :5eulement pour Lisatisfaction
légitime de voir une pensée abstraite exprimée par- des mécanismes
trés utiles, mais aussi pour-Leffet rec1pr0que sarile” d(,vel()ppeumnt des
~mathématiques. Les, Quaternions de Hamilton et I &uqdehnungslehr
~de Grassmann, sont basés sur des principes mécaniques: Plus généra-
lement, lownne du principe de Uaddition de Vt,(.-telll'b se trouve, il 'me -
semble,tdans la composition des forces. .
Le point de départ de quelques 3peculdt10ns des plus lll]pOl‘taLlL,S de
Riemann se trouve dans étude de la théorie de potpntlel etla surface
de Riemann n’est qu'aceessoire aux idées ainsi congues. En outre,-
comme M. Klein dans ses conférences a I Université o’ Lmnston a fait
‘remarquer, U'étude des applications est elle-méme - une partw divla " .
géométric.-On pourrait étudier une-construction non comme I'illustra-
tion d’une formule, mais pour clle-méme, commne objet de recherche.
" Toutefois, L'observation de M. Edison citée plus haut, se trouve
' 'Justlﬁce en quelque sorte par co [uit qu'il faut une telle dépense
d’énergic et de temps pour se rendre maitre de la aoonu,me -que les-
applications sont souvent laissées de coté. Aingi Her mite, qucn que hien
doué pour rendre de grands services a la physique, cronut faire mieux-
- en devoloppant les prmcq;os de la ﬂ‘eomctm et.amsi pI‘Ode‘alt la }’01@
pour ses successeurs. | ‘
~ Mais, dansla vue générale des &ppllCﬂt.lOIlb je voudrais f rire ressortir
& l'avaniage de la géomélrie, plus que des suggestions oc,caslonn\lles,
méme trés utiles. Jé préconise le caractére précis ot claivement
présenté qui serait donné au probléme de la classification géométrigue.
Cette clas&ﬁcahon serait basée enfin.sur les données fondamentales;
et I'on verrait exposées les différentes assomptions introduiles plus ou -
moins sabrepticement dans I(Eb duveIOppements géométriques.

-

L1

-
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En groupant diverses classes relaidos | paI un méme. principe de
(11\‘151011 dans la clamﬁcau@n ~on trouverait peut-dire. de nouvelles:

relatlorls, -6t des siiggostions des nouveaux algorithnis possibles.

Enﬁn en. Sapproclmnt des applications plus étroitement aux prin-

cipes et aux formules nmthemathues on trouverait des associations

susceptibles de montrer la voie aux nouveaux dwelolaponwnl,s des

applications. La géométrie, an lieu d’étre regardée comme une etude

abstruse et abstraite, ayant une atmoxpilele froide méme aux yeux. des
savanls, seryil une sciencé trés vivante, un langage précis pour définir
des choses nnpmtantbs langage possédant cet attrail particulier et
lascinateur, .qu'il soil dew_,loppable au fur et a mesure qu'on pénétre les
- mystéres de la Nature. - - :
Quand ] je, parle des applications, je voudrais donner 4 -¢e mol une
Slgmﬁcatlon trés étendue. Dune part, on devrail adjomdrt, A Vétude
de.s constructions ‘celle des machines qui en montre -des parties en
~traiu de fonctionner. Les miroirs paraholiques pom ent étre cités comme

~un type simple.. Mais aussi on pourrail. monlrer comme applications

des représentations des diverses théories clectromagnétiques. |

Clerk Maxwel et Hertz, par leurs 0\[)“]‘[01’1{30:3 et lears récherches,
oul fail. wr ensemble de théories, de construclions et &’ applications.
Les rr«nltatx leur onl donné raison largement, quoique la natore. de
Tolectricité reste loujours mystéricuse. Mais bien avant enx, Euler
avail doji vmployé ses instruments ( ana]\ss, Ao \ph(,allnn (lt,s plléﬂO-|
ménes lectr Illlld“ll!‘“l]ll(‘\ ‘

Cela veul dive simplement qu'il a peis df‘ la “théorie de I’ clochricité
(h;thpOthwx convenables pour Hlusbrer sa virtuosité Jnalyllqlm.

L développement des rapports entre la géométrie ot son champ
dupplication, la phiysique, par exemple, pourrait étre regardé comme
de deny maniéres. D'un ¢Oté on cherche & augmenter In puissance de

Tapparat géométrique méme pour le rendre -capable de résondree les

problémes los plus ardus; 'un avlre cOté, étant donné un cerlain

nivean de li”l—"?";"()ll'lfi'bl"ifj, an cherche & arranger et &-adapler dos: phéno-

ménes pour élee.utilement discutés selon los moyens disponibles. |
Une wprmsgutattﬂn par des modéles ferait ressorlir tout cola plus

clairement. En méme temps elle rendrait évident dans beaucoup de

- cas P'insuffisance de nos conceptions guand, - pour Pexplication des
_pheé nemeénes vlmtrom.rgnul,uluus, par excmple, nous sommes tentés-de
trantérer trop Uircclement les: idées cagnées par lnlmh, de qut*h[nf\s.
aspoects d'aulres plwntnnum&. ‘
La conclusion vers laquelle ces considéralions nous onl, portés. peut
“8lre désignie. d'une maniere frappante : Uétablissement d'un mnsée de
‘géomélrie, ol seraient exposés non sculement -des modéles arrangés

]
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systématiquement et progressivement, mais aussi des exemples des
-applications utiles.. Des formules appropriées seraient marquées sur

chaque modéle, et le mécanisme des transformations d’une forme dune .

autre, ou d’une ﬁguw & une autre, serait monteé en t,taL cles tonctzonner
.dans tous les cas possibles. - - : | .‘ o

Je n’al pas encore exposé toute ma pensne & ce sujet. i y aurait -
~d’autres. developpements, tous tendant au méme . but,, c’est-a- - dire
d'infuser la vie et Vactivité dans U'étude de la géonibtrie. |

“Mais en prll]lBI lieu je voudrais faire accepter ma thése en pr'mclpe.
Pour cette raison; et do peur d’encombrer la question, je m"absticns de
Ludiscussion de beaucoup de détails qui eux-mémes présenteraient de
nouveaux problémes. Mais je crpis pouvoir espérer gu'une fois le-
pr incipe approuvé par des géométres distingués, on verrait une nouvelle
.nnpulsxon mathématique que rehauqseralt encore la valeur de notre
:science. | -

‘M. A. MAIRE o

Bibliothécaire it'la Sdrb(_mne '

‘ ' ESSA! D'INTRODUCTION A LA BIBLIOGRAPHIE
DES mAVAux SCIENTIFIQUES DE BLAISE PASCAL, DE LEUR CRITIOUE
: ET DE LEUR JUGEMENT . . -

‘ o -mé . 51: 53 Pascal (Blaise)
, -3 apﬂ't' — ' _
: . ) ' . . . Y .

Le retentissement de la polémique soulevéc par M. Féhx Mathieu, an
sujet des expériences baroméiriques de Pascal el tout particulidrement
& propos de luxpm ience du Puy-de-Dome, a renouvelé Tattention du
monde savant ‘sur D'histoire des découvertes buontlﬁqum au XVIIE

siécle et prlnmpalenmut sur celles dont Pascal saltribuait 'houneur.

Les sept articles parts dans la « Revue de Pama > pendant les années -
4906 et 1907, ont provoqué dés réponses de MM. L. Brunschvieg g, Abel
Lefranc, Gabriel Monod, Duhem, Alb. Rey, Milhaud, El.. Jaloustre, etc.,
une étude synthétique sur I'étal de la question par le P. Thirion ainsi
. qu'une note peu obligeante pour M. F. Mathicu, écrite par M. Péguy.

“Cette polémique est survenue aw moment ou la réédition des (Buvres
de Pascal, interrompue: par la mort de P. Faugérs, était coul"u ¢ par la
‘maison Hachette.d M. L Brunschvieg. -

\

11 était. utite de monmu*, en rappelant cette polémique qui n’est pas
gncore close, qu'il y a une certaing opportunité a publier une Biblio-

-
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graphie des (Fuvres de Pascal, ét surlout 4 faire connaitre, le plus
rapidement possxble tout ce qui a éLé i lmpl imé sur la partie scientifique.

*
%

Parmi les savants du XVIIe siécle, Pascal est celui dont on s'occu-
pera encore longtemps, celui dont certaines ceuvres souléveront de
.nombreuses polémiques, mais aussi celui dont la pensée et L'esprit ne
peuvent étre nettement dégagés avec le peu de documents biographiques
que 'on posséde, et seront encore longtemps une énigme.

A T'exception de ses travaux sur la Cycloide et du probléme de la
Roulette qui en fait partie intégrante, de certains travaux de matliéma-
tiques et de physique, le reste de ses ouvrages, tant liltéraires que
- scientifiques, les Letires provinciales olles-mémes, pour prendre -un
exemple, sont interrompus, abrégés ou inachevés. Les érudits sont, en
effet, d’nccord pour démontrer que les Lellres provinciales ont été

brusquement interrompues avec le [ragment de la 19¢; les Pensées
" nous sonk parvenues sans classement déterming et malgré le projet de
Pascal, exposé par lui dans des causeries, on ne peut affirmer que le
plan élaboré et projeté n’aurait pas -subi, lorsque l'ceuvre eiit été
achevée, des modifications sérieuses. . -

'Or, dans la eréation de ses ceuvres mathématiques, aucune méthode
ne présidait ; 1a curiosité du moment, les questions nouvelles présentées
dans le milieu -de mathématiciens ot de savants qu’il fréquentait,
Pannonce, la description et la discussion des problémes scientifiques
qu'on y soulevait, le poussaient, pour ainsi dire, & éclaireir les diverses
questions (ui paraissaient Fintéresser le plus et il dév sloppait, avec sa
clarté géﬁiale, les problémes les plus différents pour aboutir 4 des
conclusions qui lui étatent toujours personnelles. |

Peut-8tre, se réservait-il de grouper, en un corps de doctrine,
Pensemble des divers sujets traités, mais peut-8tre la maladie et sa
piété mystique qui en résultait I’en ont-elles empéché ¢

Chacun sait combien son intuition des mathématiques était extra-
ordinaire et combien il pressentait les-découvertes et les 101s qui_ tuleut
' trouvées et formulées plus tard.

Les recherches sur le vide et sur la pression barométrique sont les
“seuls travaux auxquels il ait consacré une. série d’expériences métho-

diquement faites et dont les conclusions paraissent définitives.

*
¥ x

Ce court apergu sur la maniere de travailler de Pascal ne doit pas
faire négliger la partie essentielle de cetle note, ¢'est-a-dire 1'énoncé
méme de ses travaux, les procédés & suivre pour mettre en ouvre’la
bibliographie de chacun de ses ouvrages et de tous les travaux de
critique et de polémique qui en sont résultés. :

]
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. On'n’a pas & se-préoceuper de la bibliographie. htteratre theoleg1que
phllOSOphI([ue biographique et iconographique, ni de tous les travaux.
accessoires qui y concourrent. Avec la bibliographie des ceuvres scien-
tifiques et celle des manuscrits épars dans’les différentes bibliothéques, -
on posséderait la bibliographie générale de 1 ceuvre entidre de Pascal.

- Les éléments de ces diverses parties sont presque réunis, mais on ne.

- peut affirmer de les posséder tous ; ce t1 avatl peut presenter deslacunes, -
‘méme dans ses parties séparées. '

On restreindra ici- eette m\posnton aux ceuvres mathemathues et
physn:lueb | . ' | | : :

~ L'unique blogmphe de Pascal, \Iadam Permr dlt qu’ p T4ge de.
12 ans, son frére avait composé un « Traité des Sors »; mais comme
cetle ceuvre me nous$ est pas parvenue, il faut la mentlonner avec
réserve. Cest en 1640 que '« Essai sur les Comquc.s »a paru, Pascal
avalt alors-un peu plus de 16 ans. -

Ln 1645, il avait con;tnut sa < Mackme arithmétique » a laquelle
il apporta quelques heurcuses - modifications plus tard. V0101 ce qm -
parmt utile a dire an sujet de cette machine. t

:Sa « Leltre dédicatoire Monsezgneur le Chancelicr-. » ['Seguiier:r ,
eqt datée de 1645.- 1" « Adwvis nécessaire o ceuw qui aur ont curiosité .
~de voir la Machine arithmétique et de s'en servir»; estplacé dla -
- suite de la lettre. Cetle machine construite en plusieurs e\emplalres, de
dimensions différentes, fut critiquée vers 1675 par Grillet « iorlogeur »
dans sa brochure, in-4°, non datée, porlant pour. litre: < Nouvelle
- machine & arithméligue », efc...; Leibnitz refeva aussi' les défec-
“tuosités de la machine de Pascal. On en trouve des descriptions dans
la pubhmtlon « Muchines.et inventions approwvies par I Académie
des Sciences », tome 1V, 1735, p. 137, dans -1 « [inc yclopédie > ol
cette description fut faite:par Diderot, tome 1, p. 680 ; celte derniére
. fut reproduite par Bossut, fl:ms la COHBCthH dea « G%fwes de Paﬁcal »,
tome IV, p. 354 p: 50. H |

Leb «Fmpemefrzces rouvelles sur le. vzde > furent lmpllmées en
16475 il repondnt la méme année aux ObJOCilOD\ du P. Noél et composa
.8a <« Préface sur le Traité du vide ». Cette préface fut publiée pour la
premiere fois par Bossut en 1779, sous le htre de « De lautorité en
matiére depkdosopbze .o T T o I b_
En 1648 Pascal composa ou pubha les tr avaux suwanw S

\

19 « Genemtzo conisectionum », dont une copie fut retrouvee dans

les papiers de Leibnitz; 2° Le « Réczt de la grande emperzence de
- Péquilibre des ligieurs » précédé de la « Letire du 15 novembre-
1647 », adressée par I'auteur -& son ‘beau- ~frére Florin Périer, et incri- |

. * ' \
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. minée: par' *Mf “Fbll\ Mathmu, ainsi (|ue de la reponso do F Pémer d

Pascal; “atbe'du 22 septembre 1648.

Pascal adressa en 1651, et fit, imprimer la méme "mnee, sa 'lettre

Ca M. tle-Blfl)eyl'e, premier-président: de Ta.Cour’ des- Aides & Clermont-

Ferrand’ «-sur le sujet de ce qui s éluil passé en sa présence dans le

Collége des. Jcmzées de Montferraid, auw théses de philosophie qui
Jui-ont 6té dédices et qui ont 16 souwlenues le 25 juin 1651 »,
La « Lettre & la Reine C/z_mstmc_, » fut écrite en 1652,
*On croit gé-‘n-él-'-énlemém que le «'Truiéé de U'équilibre des liqueurs »,

<pui ne ful imprimé qu'en 1663, futl bOlilpOSb dés 1054, -ainsi que lo

« Traité de la pesanteur de la masse de Uair s ot les « Fragments du

Traité du vide », rédigés dés 1631 el imprimés a la suite des deux -

_précédents Trailés. . | |
Cetle méme année, Pascal rédige sa'lettre qu’il envoic a I’ Acadumw

parisienne, sous le titre : « Celeber rimde. matheseos. Academice pari-

- Siensi » unprnme pour In premiére fois dans Uédition de ses ceuvres

| I]I)‘-.I_I,BOSNJ.L en 1779, tome IV, p. 408. Dans cetle lettre il annonce qu'il
Cpréparait les mémoires suivanis @ < JDe numericarum  polestalum

ambitibus » — « Numeros aliorwm maltiplices » — « De numeris

mzbojz'm magicis » — « Promotus fipoltomus Gallus » — « Tactiones

sphericee » — <« Tdcliones conicee » — « Lou solidi » — « Loci
- plani > — « Conicorum, opus comy)ft,hmv » — « Perspectivo: meﬂao-—
ity » — « De compositione alece-in ludis » — « Alice gromelria .

A Vexception de deux de ces traités dont Jes titres ont ét6 modifids :
< D¢ numericar um polestataum ambilibus » qui, selon M. houtroux,
ne serait gqu’une pmnmu e ‘rédaclion de « j-’aie;ta{mn fjmmu,;"gca?'wm
Sumarie », placé & la sutle du <« Traité de Triongle ar H!maéttq-zce »
imprinié seutementen 1665, el & Uinsn des parents de Pascal; le « De
nUTCros aliorum -ﬁ?.zaltqyyﬁﬁ.C(f.s » ful imprimé en 1054 sous le titre
de : « De numeris mastliplicibus e sola characterum nenericorum

 additione agnoscendis ». - |
| 'l,olz]om's dans eette année 1654, Pascal {it un. échange de- lnLLms avee

Fermat, dont trois: seulement nous sont parvenues ; chacune de ces -
3 F

lottres cut une réponse. Elles furent puhllm:\ pour la premiére fois
dans « Varia Opera mathemalici Petri de Fer mat » (Toulouse, 1679,

in-fol., p. 179 4 188 o . 200). Cest entee les années 1654 ot 1665 que

- fut serit, croit-on, te « Traite de I Exspril géométrique ».

. En juin 1658, il institue ke Concours de la Roulette « Problemats
-d& Cycloide », avec la traduction en l.mnga.ls . « Problemes de la
" Roulette » ; il poursuit, pendant le restant de I'année, ses études sur le
méme sujet. | B

‘Sous le nom de Amos Dettonville, anagramme de Louis de Montalte,

i ]
~
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il deril 4 Carcavi sue différents prohlc«nms de l‘l’ldt}hbllldthue"s «“Uéae_-"_
méthode genpmlc pom trowver les centres de gr “avité de foules'sortes
 de grandeuwrs»——« Un traité «des tff'z&zqwe.s et de lewrs. mwtds TR
..« Un traité des smus e qum"t dc, cercle » — « Un t; aite des ares de.

cercle » — « Un tmn‘e dw :.atzde.s cwculazres > ,H—— < Um émvte _'

%

S f;mzef al de la Roulette ».

"La méme année, Pascal ddrmm a M. A D. D..8: (Auguste. D. (lef

. Singlin, selon Char l(,s Henr 'y) une lettre «en luti envoyant la Demﬁm -
tration & la maniére des Amzwn e lcr;alatp des lignes spiv ale et
- paraboligue ». On y trouve les |)10])lomez~, suivanls.: « Propriétes i

cercle » — « Propriétds de la spirale » — « Propriélés de lapara-
. .bole » — « Pour inscrire wne figure en la parabole » — « Pm:r'_
- .circonscrire une -figure & lin parabole » — .« Powr. inscrive wne

- figure en la spirale s — « Pour circonscriie une ﬂrmr(, e, [a;
- Spirale » — « Rapports enlye la parabole el la spirale ». ' .
Les 1&tt1f~~« de A. Deltonvillé & Monsieur de Sluze (sic), chanoiie de

a tathédrale de Lidge, uompnf*nanl chﬂmentx tr altm .s.onl de 1658 et -

-".":’1609 S L T '

Dans’ la prc:muv loLLt e, P.w: al traile les points suivants :{«_ La

- dimension <t le centre de qrcwzi(, de Uescalicr » — « La dimension

el le centre de gravité des Ir zfmrﬂm cy!mdmgme\ »— « Lcr dimen- .

- swia d'un solide Jorme par le moyen d'une spire mumur i un cone ».
" Dans la lettre imprimée en 41659, 1l adresse & M. Sluze « ld f{mzemeon
- des dignes de foutes sordes. de rouletles, !esqaaei/cs i nrzom‘re estre
""cqw’c s ¢ des lignes ezlz])hqwe », -

- Enfin, en 1659, il envoyait a Huygfms « lut damcm?ow des lignes (JP
,_ -toute.x sortes de roulettes, lcsque/!es # montre élre (’rjafcs 73 dcs lig J?QBS o

dltptzgucx >,

Df'pms ce moment jusqu’ en 16(),,.:’, dal;e de sa mort, Paacal 1ne pnbha |

'plus” aucun traité scientifique, pm%que le traité de rmonwl,nc, ([ull
© sowmil & Arnauld lut bride par- Iut & la suite des eriligues qui~lui
: iumnf fartes, - _ ' : RV

‘Doué d'un génie, incontestable et d'une orviginalité réclle, Pascal
pouvait avoir le droit d’étre absolu et autoritaire dans la revendication

de ses a,uum parce qu’il a[)pomnt dans ses r*:s,pfuences_un -g;'i}_nd
scrupule.et une méthode tros pOI\t’)llllf‘He ' '
SiTorricelli découyrit le barometre, ¢'est i Paxudl yue Fon doll lcs..

 premiéres expériences sérieuses sur la pression. atmospheri u,}u(:zJ apros.
- celles que Petit fit & Rouen, mats avant (que Chanut el Doscal'tt,:s (‘Il\‘%(“ﬂt -

:hu! Ies leurs en Suéde. -~ . - . . - L.
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- Ses tI‘dlelX mathemduqu(,s el ses decouvct tes dans cette science sont .
ewdentb et cependant le jugement qui fut -porté ‘contre les solutions.
-proposées du probléme. de la roulette ont provoqué de véhémentes
protestations' de la part du P. Lalouére et de Wallis qui, tous deux,
ont prétendu avoir trouvé la solution de ces problémes.

* -
x X

Les travaux de physique de Pascal, une partic au moins, eurent, en
dehors de P'édition princeps ‘de 1648, in-4°, trois autres éditions qui
renferient des cuvres inédites au momont de sa mort. La premiére
est publiée ¢n 1663; la seconde en 1664 et la troisiéine en 1698 ; de plus
- J. Hermann publia en 1’716 quelques parties de ces @uvres dans-
« Pﬁoronomm »/ ‘

1l en est 4 peu prés de méme poxw les” ceuvres nmthumthubs C ost
entre-1648 et 1660, du vivant méme de Pascal, que la plupart de ces
travauk furent publiés et lui-méme a dd'en diriger limpression;
cependant le « Traité du Tmanglc mr'atiamemque » ne fut imprime
qu'en-1665. : ' . S '

IF's’écoula. plus de qualm-vmgts ans avant, qno J cnsmnhle des asuvres.
“de Pascal ne fat'i nnpum{,. :

Entre 1779, date de I'édition des (Euwes completes pa] Bossut,
jusqu’en 1909, ces euvres furent ‘éditées cing fois : par Renouard en
1803, par Lefévre en 1819, par Lahure en 1858 et enfin par M. L.
anschvicg"; 6 volumes de cette derniére édition ont déja paru.

* -
x X

Pour expliquer ld reprise de succés des wuvres xut,nl;mqueb de

. Pascal, il faul reconnaitre que les sciences mathémaliques prenaient,

dés la fin du XVIII® sidcle, un essor nouveau avec des méthodes de
recherches plus Sbl(‘lltlﬁ([lli‘s que toutes celles qui précédaient; les
sav(mts aussi, dais les découvertes suceussives quils faisaient, étaient.
amenés A étudier de plus prés les wuvres de leurs pléducebsuurs et
rendaient volonticrs hommage 4 Pascal dont le génic avail entrevu une’
séfie de propriétés nouvelles dans les caleuls supérieurs, dans la
~géomélrie et dans la mécanique; il en a été de mdme pour quelques-~
~uns de ses travaux de physique, point de départ d’applications aussi
ingénieuses qu’utiles. : |
“Enfin, dans les neuf pI‘OInlel‘LS années du XXe siécle, il a été pu])hc
heaucoup sur Pascal et ses travaux sclentlﬁques ont été soumis a une
- critique d’une érudition remarquable qui n’avait pas encore été atteinte..
Il reste adire un dérnier mot d’unc ardente polémique soulevée
entre les années 1868 4 1870, entre M. Michel Chasles, ses partisans et
les aulres savants frangais 6t étrangers a propos des communications,
A ) . | - .

- - - [ - " L
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car Académle des Suen(,es de lettres mémoires ot notes de pergonnages
savants des XVI° et XVII® siécles et plus partlcuhex ement de Pascal et
-de ses correspondants. . Ti ompé- par un_dangereux faussaire, d'une
habileté pr odlgleuse, mais d'une audace qui entraina sa perte, le savant
géométre se laissa grossiérement abuser et produisit devant I Académie
plus de 1080 lettres de Pascal; dans ¢e nombre on peut relever 560
lettres ‘adressées 4 des savants comme Boulliau, Boyle, Cassini,
Descartes, Fermal, Gassendi, Hobhes Huygen.s, Newton, etc. ..,
220 notes el 4 traités sciéntifiques. | ' - '

'Celte prodigicuse duperie n’est pas encore oubliée et les meilleures -
et les.plus évidentes démonstrations des savants anglais et francais ne
~ purent que difficilement convaincre M. Chasles. - ,

Ce long préambule sur le caractére de Pascal, ses procédés de tmvall
qu'il est permis d'établir et I’'énumération chronologique de ses @uvres

- scientifiques a paru mdlspensthe pour mettx ¢ en évidence I’ utlhte d’une

blhllOO’I‘aphle

L'impartialit¢ nécessaire 4 un parell lravail ne pnnnettalt. pas
d’émettre une opinion personnelle dans la polémique engagée depuis
1906 sur la valeur de ses @uvres, mais les faits qui I'ont provoquée, la-
- force des arguments qu’on a fait intervenir de part et d'autre, au sujet
des procédés employés. par’ Pascal pour étabhr son droit de priorité,

* devaient étre exXposés. . . - S

x .
L 3

L’mnt de prosenter le plan de ce chapitre de la Blhhowmplue de.
_+ Pascal, plan qui trés probablement - pourra étre appliqué 4 ’ensemble
de ce travail ; ; 1l est nécessaire d’en énumérer 10\ divisions &t d'indiquer
les sources (ut ont servi i constituer cette blbhof’laphle.
- Les premiérés éditions des diverses euvres mises A part, 11 était utile
- dn se préoccuper des parties suivantes : - . '

I

-+

10 Donner les éditions succes:wes des muvms des ti&\f&u‘k div els et
des extraits qui en ont élé faits. -

LY

2 Signaler les. résumes analyses et comptes-rendus critiques de ces
‘travaux. S ‘

3 Relever los litres des polémigues soulovées propos de ces
.ceuvres el de lears cr mques signaler les comptes rendus de ces articles
ou de ces hvres. -

4 Noter “tous les tldvaux derwés des ceuvres mathémati lues et
~physiques, ainsi que de certaines de leurs parties..

Cette premiére division établie, il était utile de relever et de signaler
tous les travaux biographiques ot les ceuvres scientifiques sont étudices
mdépendamment des articles dencyclopedws de - dlctlonnalres et de

~-
1
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monographies partielles dont ila. place est plutdt désignée dans la

. . . : . N . L .+ ' L T 1 . L . ] .
Biographie de Pascal, F'unc des d w.zs.:lon:s-])gbll:ogmplznques-réservees. |

~ De plus, les.notes et travaux qui peuvent intéresser la psychologie du.
savant, la mentalité de Phomme ot son état pathologique we sont pas.
" non plus 4 leur place dans ce chapiire.. |

La hibliographic biographique sera rejetée’ aples celle les convt s ut

.de lewrs ull,lquea parlies lm:-,n plus importantes ot plus ntiles.

¥
x X

~ Tout travail bibliographique présente forcem{,nt des lacunes; il en
sera de celui-ci comme des autres; les p]llb nombreuses pourraient se-
trouver dans 'énumération des ceuvres mathématiques et surtout dans

~ les travaux fui dérivent des divers problémes posés par Pascal. Nous

reulamons Imdulocnco des spécialistes el surlout leur hienveillant

~ concours pour eompleter les différentes parties de celte bibliographie.

“Voici maintenant 1 él,aL et le nombre des ouvrages et des per lOfII{[lll)b
dépouillés.

Pour les nml;hcmahqu(,s, plus d'une cinquantaine d'ouvrages ont té
vus ; pour la phquu il y en a presque autant environ ; une cinguantaine:
d’autres ouvrages, d'un caraclére scientifigue plus général, ont fourni

. _des noles communes a la physique et aux ‘mathématiques; la blographm
| (}mbmxa(‘ seulement vingt-quatre (“luvr‘agcs, car, ainsi qu'il a étédit, ce

genre de travaux, trés nombreux dans la hibliographie. bom,lale, ne

peut dlre, ¢ité ici. Plus de quatre-vingl-dix revues et pér todiques ont

aussl lonuu un-grand nombre de fiches., L'ensemble représente un tolal
de plus de deux cent cinquante ouvrages. Les bibliographies, de quelque

“espéce qu’elles soient, ont 61é. systématiquement exclues pour ne pas
~surcharger ‘ce chapitre; le ‘relevé des titres des ouvrages, des pério-

~ diques et des collections sera placé en 1éle ou a la fin dela lnbhowrap}nc

génér ale

*

’ *x X%

‘Il nous reste un agréable devoir & accomplir, c’est de remercier les

personnes qui, au cours de-ce travail ou vers la fin de son exécution,.
ont bien voulw nous apporter les conseils de leur expérience scientifique

¢t leur aide.
- M. J.-S. Mackay, professeur honoraire & I'Académie d’Edimbourg,
a reva presque toutes les fiches traitant de mathématiques et a hien

“voulu nous signaler quelques travaux anglais qui nous élaient inconnus;,

M. Bobynii, professeur d’hisloire des sciences mathématiques & I'Uni-

versité de,Moscou, nous a envoyé la liste de quelques travaux sur
Pascal, de quelques-unes de ses @uvres ou de sa biographie, le tout.

Gerit 011_tm'dli1i.t en langue russe.

L
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Enfin, l'un de nos amis, qui désire ne pas élre connu, ious a prété

SOn coneours pour . disposer, dans un ordre \cmntlﬁque, UNE gmn(lﬁ e

~ partie des fiches qui com,l;nucnt ce travail.
Que ces pGISaOI’lIlf‘S veuillent bien éroire a.notre entlere leconnah-
sance et recevoir nos hmn SINCOres mmercnnenrs. -

4

"

M. F. MICHEL
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REPRESENTATION PLANE DES PARABOLOIDES

518.45
.

J'at exposé, sous le Lm'e «T mnbformdtlon omaloidale des quadnqum » (\IOu\ elles
Annales de Mathemauques 3¢ série, tome XII), un p[‘()b&(le de représeniaiion plarie
des quadriques A cenire, et déduit des propriétes des courbes planes, celles des

courbes tracées sur ellipsoide et sur les hyperboloides.a unc ou 4 deux nappes;
Je me propose d'étudier ici les courbes tracées sur les paraboloides.

Les paraboloides, comme les quadri lques & centre, sont des suxmcﬂs
omalmdes, C est—a dirc pouvant &tre représeniées poml; par pomt sur
un plan. ‘ : .

J'étudierai Sll(,(‘(:‘bblvelllbllt la repr Cscntatmn plane des deux eSpeccs-
de pambolmdes |

I. — PaARABOLOIDE ELLIPTIQUE.
1° Sections planes -

1. — Les coordonnées d'un poml: du pambolmde elhpthue :

Lyt 22 | 2y

. ] o

e =
peuvent &tre représentées par les formules. : ; )
1y ‘ 2. 2 It . 2c9

: : “t:a_*,@z J'_£2+a° {2 +52

desquelles on déduit, inversément : | |
o -ay o as -
) =2 = £ L -

A tout poitit {w ¥ z) du paraboloide COIIEbPOHLl un pomt (¢8) du plan’
- représentatif fw 4, mppprte d deux axes ol el w0; el réciproquement.

Les formules qui précédent, montrent, que les valeurs de ¢ et § sont .
nulles ou’infinies suivant quo ccl]ca &’x, v, 5 sont infinies ou ‘nulles ;.
done: = . - . ,'

T Au pomt ®, omgzm du plan reprc.swztata/ carre-&pondent les points .
al m[’ né du pambolozde elliptique.

""3(10131_ ) - . . o J'f'.-

LN
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Le sommet du paraboloide elliptique correspond & lo droite de
Linfini du plan repreésenialif. . |
2. —1a propriété que j'ai 1n(llquét, (Nouvelles Annales loe. eit.)
pour Ies quadriques i centre, relative au point de ces surfaces qui
" correspond au centre des moyennes distances de 7 points du plan repré-
sentatif, s"applique au paraboloide elhpthuo -
- 3. — Toute droite du plan fwb :

o At4+ B+ C=0
correspond, d'aprés les formules (2), 4 une section plane :

\

y Z W
A< +B—+C—=0.

" A toute droite du plan représentalif correspond une section plane
du paraboloide passant au sommet de la surface.

Si la droite passe & l'origine w. C'est nul; donc: A foute droile
passant & lorigine o du pzan representatz/ corr(,\pcmd une parabole
dont le plan passe par I'awe 0x alu paraboloide.

4. — On vérifie facilement que - ' _

- Dewuw droites paralléles du planr cpreseazta/z/ correspondent & des .

- .Sections planes; coupant le plan tangent au sommet dut parczbolozde |

- survant une méme droie issue de ce sommel. ‘
' A dew droites reclangulaires, correspondent dewa sections planes
coupant le plan tangent aw sommel e pmabolozde suivant deux
*droites conjuguées issues du somimel.

5. — A toute courbe (C) tracée sur e pambolmde (,011‘%])011(] une
courbe () sur le plan représentatif ; d’aprés ce qui précéde la tangente
en un point (£4) de la courbe (I) est la transformée d'une conique du
paraboloide, passant au sommet de la surface et tangente & la courbe (C)
,au point (v ¥ z) qui correspond au point (¢, 6).
6. — En général, 4 une wctlon plane {]llOlCOIlqllb du paraboloide :

: | oc——+.5“"-+{““’+3--0
- corre:s‘po'nd, d’aprésles formules (1), un cer cle :
“(If“ 4= 6% )+2ﬁt+ TB-+—2a.::0

et réciproquement. Au centre du cercle conesl)ond le point du pa.xa~
boloide ayant pom coordonnees : o

@ 23 oy 2_{58 g 243

e T B4+ b B e gty
| Ce point est celui que 'on obtient, en.joignant le sommet du para-
hololde au pble de la section COI]SldéI éej Je lappellerai centre de cette
section surle p’lI"l])OlOlde. - '

-
- 1

——
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!

o Lorsque o = (), le' cerels. transtmmc pqwo par 101‘10‘11’19 dn plan
I’@préeentatlf T e |

-On conclut de ce qui pl‘écede que : , .

~Toute section plane du pamboloer]e e pa,ssa,nt pas @ xommet
se tran sforme suivant un cercle sur le Plun 9%1)1*{*5813&{?‘&/‘ » le centre
de ce cercle corréspond au pomt dee pambolozde oblenee en 7aapmm |
le somamiet de celle surface au pole de la section ]J!am considérie; si
la section plare est paralléle a, lawe ox du paraboiaam’ e u’rcé'e’
transforig passe i, 1 origine o du plan r r»prew’wmfzf‘ LR

Ao Dmu &ectlonq plane:, par 1llelos : C RS

BT

- - ,2,} : . ,8’ \ ~_l. - ;"7.
&——-—f—fb 'r~c—+<>s==0 _"_«—~+a——+.;—g-+og;0~

(04 0) 4204204 2a=0 3 (24 07) + )@t+9‘f0+_~1-—-
dont la hvrne des centres passe & Vorigine w ;, don¢: oo o

A des cercles dom’ les centr‘es sont sur dne mémne (Jroate pa.zssa,nt A

\ lowgme w fm plan representatif, correspondent: des sections planes

 dontles mz?fr-r)s( ),sont Sur une méme r’omque pa\sam au Smnmet
(Zu paraboloide. . -

- On vérifierait de méme que :

A des cercles concentriques du plan’ txﬁ cory espom/md des sections

- planes se coupant suivant uyne méine rdmafp' siluce dm:s le plan

| faaw;nnr @ 50977?3?01! i parabolowﬁ*
8 — Les dou\ cereles :

3 (1 o 0) 426, 1+ 25,0+ 2 =) 'ag 52+o°)+°w+9»qe+%1_0
sont OIEhO“OH;Ill\ si 'on a la u)ndltlon a
(’l @94’ {1T2~—°l1°2+12

Cotte condition eXprime que e pole de Lhdcuno des SPCLIOH:& pl.:nms
L,om'spondanmb s¢ trouve dans le plan de 1 autre; ‘en dautres ermes,
que les poles des deux. sectlons pldm\b sont (,on]uuues pal rapport au
'p"uaholoule; done : - | - i

A deww cercles ow‘iaoqommm cor: 7'8\1)0?2(58743 af()s sections plcme.s :
'dont les poles sont CONJuyues p(m mpport ay pm*aboiozde. :
9. — A'tout triangle tracé sur'le plan Lob, cnrrcspond surle lmld-
boloide, un triangle cmwllgne Jomnv par trois ar ¢s de coniques passant
au sommet de la surface ; sjel appnllc: al, « frzawr)!e pwﬂaboiaqne s les
CPI‘C]F‘b mscmt ‘Cir COHRCI‘lt et e,\—lmcrm du triangle plan sont on [.l Lm.\—

Tormés de comq es mnscr m' urcon.su Jlt, ut eX- mscuto au te mngle
. pal‘abollqlw . o N '
' - . .- ) . ' ’ . ) r
{¥) Leanol « centre »-asl pris duns le sens indiqué plus bauts

1
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" Los, hauteur& du tmanglc [)ldll correspondent & d;.,s sectlous planes du ‘
-“pdmholold ‘passant & son sommet, dont les poles sont respectivement
“conjugués des poles des sections planes .qui constituent lu&z cOtés du
triangle parabolique ; en appelant ces conigques « Jzautem's du triangle
jmw&bahgac » on. pourra dire que : .

Les hauteurs d'un triangle parabolique sont cancmmmtm.

Les points qui correspoiulent respectivement sar le- paraboloide aux:
71111[1ul\ des ¢Otés du triangle. plan, aux milieux des.segmeonts définis
par les sommets du triangle ‘et le point de concours des hauteurs sont,
‘sibuds sur une conique qul passe par les pieds des hauteurs du i mng[f,
| }mabohque cmrcspon(lant el que jappelleral « conique des newf

- points » du Luangle parabolique ; ol la p:Opnete saivante con*olatne
du Théoréme de Fenerbach.

L coniquee des newf pomts 'un tricagle pwubahguc est tcmqemo ‘
ey -CONAGUES inscrite et ew-incrites & ce triangle.

“10. — En appelant « conique radicale » de deux seclions planes de
pamholoulﬁ celle qui correspond & laxe 1adma[ des deux corcles
meloun(s on peut énoncer la propri¢lé suivante :

. Les coniques radicales de trois. comques e paraboloide consi-
dérées deww & deup.concourent en wn mene pouvt .

A des cercles loogonam a deux cercles donnés corvespondent
des sections du paraboloide -dont les poles sont situés sur la droite

. - <

d’intersection des se¢tions planes’ correspondantes aux doux cercles;

or 16 lieu des centres de ces cercles or Llu)bomu\ ost. Fixe radical des
deux cercles donnés; done @ : .

Le licw des centres (*) des (o'nzqwex . par wboloide, tetles que les
polcs de lewrs plans décrivent la diroile dinter section: de tlenw m,uom
“plaries donndes, est la conique radicale de ces e sfmt?om |

£ - . 2" Quartiques comques

Ou dé monlte, par la s_ubsl,.;tul,lm.k__(:2,), comme je al fmg
'(Not.l_vc_[h)s Annales, loc. cit.) que :
Touwte conique plcm representutif :

(3)-', A4+ 2Bt0+4 G802 +’)l}t+2]1,0+1“ 0
est le transformee o wne pmrnqme ryazcohc intersection e pey abo—

ZOzctff el d'un cone du second ordre ayfmt méme sonvinet que Zt,

 paraboloide, et reczproquenmaf | ,
Io dusto-nm i les quapthuc\ de cette e b]}bbe sous le nom de « ¢ uart i-

qw'\ conigues > pour les distinguer des quarliques - bauchm plus.
générales 6011‘\1(101'{‘6% plus loin.

(%) Le mot « centre » étant pris dans te sens indiqué plus haut.



. e a .- . - - . . - . - . - R b ram L P T T
O e e e Ty z-" - ' LIRS A - . R - T ocu ! §
A e - = . . . - . - |

N S R T : - . - T

IR \II(,HEL e RLPRhSh\'lAHO\ PLANE DES - PAl M',(;;)'\;_.1J011:ar:s

-

()n demontle aussi (lt, 1(1 mé’nnu manjére que :

\i\‘ \‘- k\t 3

LQ C@%t? ﬁ de ZC‘L COTE?Q&EC (3) (_,O?"}"'&Spgg%(l (&M ﬁO#?’ll’ 0%6 JG (JZ(LW?:?{?" - .

Ve s

wnjw;ue, dans,le.cone com‘ewomiant dc,, p!cm, pm"c‘clleles a 'yoz,

9“6?200921576 Je;pamboéozde . 'i;.“; e e S
appoll@rat B point, « Cmfm, »; {If‘ [d qucuthuc, comquo |
20— Aux, dnmetlcs bt, AYX, AXLS. (lQ,I& conigue (3) t’oluspond(;nl; lafs :
-« comiguies dmm()z‘mles »el 10~‘~: « comqucx* 2% mcapul&s » (lf‘ la (yar thuc ‘

| (omr[u(, etl@n pmt\mlfwl qlu,, I o e e
- Les pia,m des.deiv, cowiques. principales d wne. gum?ﬁaquc camggw-
tiritcée sui le ]mab@/,’ozrlu coupem dout plan. paméie&e it plun. Yoz
y .,ww(mt deva dir ecfzom bO%/M(}?M’GB COMIMUNEs aup:. 5ectzons deter-
| mme:,e.s par ce. piwn_ sur: fc JHLE abolow!(, ef sur le COne gm deﬂmt
{a, qumtzqm cowqae. Sl s e SRR R G |
Les qu.:uuque.s L.Olllq[[er*s ullL pamholouln Ltdllt- d%snmla])lcs (m\, |
-(Olll([llf?”s du plan on pult(llm ([llb , G by s

- Towte QaLr; tzqm, romgue; c\f dcfe} mmee par G\mq poznt.s dw.
pmﬂal)olozd& Lo . . N

> Le J?e&' aes. amb 'es. de.s qaas ‘tqiees . mmqucs pmsmzzt par qmm
j)Oi??f\ duy pecy a,boZOadc esf wne guart&que conique.

- 3. — A'tout (,01(,[0 lntammnl a'la coniquer (3) cor mspoml une comquc o
Intan%ntt, a la quar Lique t,mnqu‘e; slice cercle e lr,dult, & un point, il
“devient. uni’ foyer de la wmqut,( R)-et il correspond & une (,lltpse pomL o
lntano*entb ala f[ualtl([uu, ,quo J-. i ppollum « /r)ycr '» d(, cr*LLu cour he.
Dong : | \ o . .

" Toute qazaﬂrqm oomque r/u pm mbolou/r, et (j&t(d? ¢ /U'g/c

- Par tout point tlot par: al)nluzr{r, pm\mt dew g&za} thm@ c:omgue; -

N :m,., W

.‘,,, [ .\.._.

’-\I

- e
Ty L

!fomofoc{ei(,é «@ ani Uane uw pomt double 1del, Uavlre wun pamt ;

double isolé cm SOnvmet dt pm'abodmdc A \
Al — bulvant que la (,quuv (J) est une plh pse ouw une hypmholt,, le
point double qué la qum tique u)mqup présente aw sorimet "dii’ ‘parabo-
loide est is0lé ou réel ; ; AuX (l‘willph()ff‘% de I'hyperbole correspondent les
jangontesau pomt dotible. Sidi u)mquc( yest une par abo[e la quar tique
comqm_, & un pmnt de lelnomsunont Lorsque ta comque (3) passe -a

N 01-153111@ la qu;u tique bOlllt{llb cor Lespondantc a l[bb ]nanc lles 111[01 lLl!lGS
pdmhollques. | __ ]

. . o 3“ Quarmques gauches., _
. 4. — Toute quarthue gaubhu I;mce,e sur 1o pcuaholcude est déter-
minée par I intersection de cetle Sur face et d’une guadrigue quelconque;
On (lvmonu erait comme Jo Pai fait p0u1 I elhpsoule (\Touvelleq Annaies,
[00 cit) que: - '

~Toute -quartique gauche du par aboldide se transforme Suwam,
une gum tzgue bicer culaare ou [% Jcizgue plane et recwmguemefat

SN “
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Toccie quartiqgue f;audm passant ww sommet du pambolozdc se

frcm.s/o; e suivant une czeb;qw Ciy cu!cma
2= LP% qualtu[uos gauc,.lws tracées sir le pdlaboloule Joumcul des
meémes ]J[Opl iélés que les quartiques gam,hcs tracées sur le[]l[h()ltl(* 5
jai, 0\.])050 ces propriétés (Nouvelles Annales, loc. cit.); jen 'y reviendrai
pas. Je me bornerai & énoncer les suivantes qui sont relatives & un
" imode ide génération particulier de ces courbes 1 | |

Toute quartzqma gauche tracée sur le j)(u"abolmde est l enuveloppe
o une serie de conigues telles que les  pbles de leurs sections  soil
- situés dans le plan dune section five (B) du paraboloide et que lewtis
centres (*) décrivent une qrartique conigue (I').

Ilya quatre modes de génerations semblables powr towle G ety
tique gauche ; les qualre quartiques coniques () sont homo/ocaim

Les centres (*) des qualre coniques * direct ices (E) sont les poles
P ncipaun de la quartique gauche ; par quwc pale prmczpa! on
" peut lridcer deux conigues passant ai \ommci du pambolozde el
. 'Int(mfjcmeb & la quartique. S

- Une quartique’ quuche « seize fo yers *) sur le jJ.ambaloide. Ces
seize /mﬁ’m sowf situds sur qzzah-c Gomgsm T

H. — l’.-x-n.womum HY-P'E'RBOI:,JQU_E.. o

' 30 Sect.mns planes S 3 L
ol — om pomt v pamlmlOnlﬂ by perholique :
| R
T T
-]u-ul (j[.l e mpl owulu par les for mules: o ‘
, 2 _2bt 0 2cH

: Y = ;==
e 12— 2 . . t‘f_.-_‘ﬁ..,_ | ) {2_92
desquelles on déduit : |

L=

o 7/ g Y/ -
| | b - cw
Ces for mul(‘\ montrent, immédiatement gue A
i

Le somme! rho pa?uhofmdg corr nspond & la drozte de lmfmu du
p!an 7 e]ﬂesenmh/' | .
, L(’b poxnf.s a b N?[I?u !{M j)(t?“CEbO!’OZd(, \()7?)'7 (’]3?”‘&56?”1:(‘5 }J(l?‘ les drg;tp5
b t=vell-i= 0, fm\cch ces fd('s axpes w el wi.
2 - \ toute \oumn plane du pamholoule. S,

f

\, o .ra-——+@-—-—+v-—-—-—+—8'——' ..

correspond wne l'i-y_pf-.n"bole équilatére,. |

{*) Les mots eentre » et « foyer » ont Y =ens indiqué plng haut.
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. B — 'a) F 2 Gt 4+:2y0+4 2a=0.

Sl 3 est nul, ‘cette hyper ll@lb se réduit 4 une droite ; done

Toute conique tracée surle paraboloide a pour: tmnsformee une
hyperbole équilatére a yant. ses awes pfamlleies aux - awes de coor-
données w t, v 9, et mczpmquement E1) Ja comquc passe au. sommct .
au pambaiozde sa transformée est une droite. - g

Le centrp de lhyperholv équilatére correspond- au pomt, du pam-.
jholmde obtenu en joignant le sommet de cette, surtace au pole de la
sectlon plane correSpondantn o . | |

3. -——Des lormules de l;ldn‘leI‘mdthI} on dodmt leb wqultats xuwants

1° Les sectwns du pambolmde paralleles a chm Joz se immﬁ)r-‘ *

| 'me'nt smumt des hyperboiw e’qmla,tef es Jant lew centre @ lomqme |
) dzr, plan’ representatz/‘ N \ -

.~

2“ Les sectzom paraéieles (s plcm I fmy aont repr: e.seutpe,s par des

o : 1 o
_Jw/perboées e‘guzlatews ayafnt lem" centre sur lawe l of -
30 Toute section passant par Zame oev se tmnsforme smvant Une

"d? oite passam par [ omgme o, Lt
b~ Les genelatl l(,-e's mcl:lhgnes du paraboloule hyperbollqm\ :

@) b e ca (G, 0 ¢ a
N e K U e T e
'_ Onl; pom I;ranstormem rOSpeoLwes s
." _ o 2a ) : 2a' HRN . o
- {— 8= — t+i=— .
- . RS

Bl l@SlﬂtP de la que los genemtuces passant par Te sommet du pam-

1}0101(16 (X ="uw == 0) ¢orrespondent ‘aux points’ & ‘Pinfini du plan

rpprésentam situés sur les ‘bissectricés des axes o f, w83 les génma- a

“{fices< Tinfini du ])dl"tbO].Oldb ( 'u.. ....-oo) ot pour- tlamformées los
“leux bissectrices ¢ — h=0 et t + 6 = O ’

On en déduit que: ' R -

10 Toute cowrbc du plan représentatif re%contmnt en un powt

L m, Fune des bissectrices des axes w l, el w0, est la li zma/‘omnee d'une

courbe du pamboloza’e ayant un poznt a- Zmﬁm sur celte sur/ace, .'
la rangente a Ja courbe du plan, au point-m, correspomt G une
comgue passant aw sommniel du pambolaedu et ayant méme dw ecﬁzon

| awmptotaque que la caurbe de celle surfuce.

20 Toute courbe du ;plan représentatif tangenle & Pune des bissec-
<trices des af:ves ot, wd estla transformde d'une coawbe du par aba- |
loide a yant e by a,nc!ee mﬂﬂ e paral)olzquc B
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> . 20 Quarthues gauches :

-

1. L\ touhcmonlqlm du: pl‘ml u,pl (}wnldlll couospond wne quarbique .
‘ c,@mque comane-sunJe paraboloide-elliptique. .. o - .2

I-' CL e

~La qudlt,lque gauc,he eénérale a pour tlanslormée -uhe qucnthtu,
pla»ncnawnt e équal:@n de-la for me:. o Coa i

(4) ) \1({2*02) +4(\If+]30)(f’-——~62 +?(x a)-o |
ol q»(t f)) l"sf unc lon(,tlon du 2 tl%w Cos. quarthucs planeh rentr t*nL

“dans Ia catégor ie générale dés quartiques a}zmt deu.\ poml;s' doubles a

Uinfini ; j ‘al (’*ludu" ces courbes qui JOlll\\l‘llt de plOpI 6tes ‘mdlogucq Ao
celles {]es f;\’( l|f|mm phmes (\S\O(MHO]I l:ang:am"'poul lavdncemmll,__-

tlm Q(Jlulu S (Af)llﬂ‘l'(* G

wllvs tmwm sur le pamholmde elllpnqlw |

2.0 ——_-— Lies- (|udLm pomLs i Pinfini de la (quar I,lquuplatnee(!x) ‘sltlIOS sur
les hisseetrices, des axes ol, vb .sont, les, transfor més des |Oll1t‘s ou La i

quar quuo gau(.,lm (,01 rospmulanln rnnmntro lt“fa NG amcos p‘lSS{'mt au
50]]1met, ot L, T - o
Coetle quartique pl(mc, rencontre; ml uuu e, t,ha(,unp des. cleux lnsw

R R TSI SR A CHC S P

('Ir* Pans 190()) Ins 1[[101‘“(]11%8 gauchm tracoos -

trices en.deux points & distance finm qm GO rmpon(l@,nt & ey poinls &

mﬁm de h quartique gau(,lu, du pa waholoide. On peut ainsi classer les

quall,lques;gau(,hes tracéessur le pai dbololde hypér hohquc
1" La quartique plane rencontre (,Imc,unn des deux blssnctl icos au
deux p()l.ll!;_b véals 1 quartiques f/auchm o gacah"e ln anclzes h’aﬁ)er

roF

2" La fuartique plane I'Oanllfl‘e les . 111.,11\ Inw‘ctnceﬂ en des poml.s'

1rmglnaues quartigics r/cwcltc.> fernides.”

. 3¢ La quartique’ plane rencontre Nune des dcux blssectl ices en (Icu\ '

pomts réels, 'autre en deux points mmgmanes qum“tzgezea qa,acc;}zcs
a.devx bmmizes hyperboligues. .

-‘J' EE o

4" L'une des deux hissectrices cmnt, langonte a, Ia quarthue plane,

1 es points d’'intersection avec I’ autre pmnmn étre léels ou imaginaires ;
I'olt deux classes de quartiques gauches " -

(a) Quawzgue« gauches & branche pm'abalaque et &, deuw brfmc}m
hyperboligues. -

(b)) Quartiques gauches & by um,lze pm*abol:que .

5 Eifin, la quartique plane peut &lre langente aux deux hlstseunues ;

"

'd ce cas correspondent les quar hgucs !j(!d‘(,fleb’ & deuw brunches

_pambohgucs. | s :

.— Je termine ic1 cet apu g,u sur Jn n,prc,wnmuon plane des pdta-
boloides ; il complete I'étude que j avais déjA faite (Nouvelles’ Annales,
lo¢. cit.) sur la transfor mation Omalmddle des quddnques. -
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M. AL PELLET
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s

- . COURBES GEODESIQUES ET A.smpT-oﬂngs'nes SURFACES CANAUX. ... . .0

| N '617.26
_ — 3 aout — ' g
1. Soient @, ¥, z les'coordonnées d’un point d’une . couthe:; /, O
les cosinus des angles de la tangente & la courbe, Ji,mi, 7 de, la
“normale pnnclpale lay mg; 1, de la binormale, ona : e
' da;' s céy o d3 dl. l, (U:,. l{ (Zli SR S O
Tds? T T ds” T ds ds» Tl ds 1 ds T 7. Lt
s élant l'arc de la courbe, 7 et!les Iayons de (,ourbuxe el; de torsion.
Les coordonnées d’un point de la sur face canal, enveloppe de. 1a sphére . :
~ de rayon ¢ ayant pour centre un. pomt de Ia courbe, seront : X *-w-{— Ay :

Y=y+4 ¢ Z=23+"7y,a,p, v ctant Iehéex par les eqllflthlla .
(1) la+77?6+77-f=0 . llm-«]—mip—f-ni-r__cos 0 |
, Ly, + mﬂ(z’s Nyy = S o |
‘wélant Pangle du vecteur joignant les points @, i, s et X, Y, Zy ave(., sla

- normale principale. La courbe X, Y,.Z sera géodésique pour la surface
canal si son plan osculateur passe par le point @, i, 7 ce qui do.n.ne D

(AN ]

(2) - ml + ﬁa’, ?/; +'?p;’ 31 _+_ ?:’I ‘ =O-
| mlf + Pq,’, yll + pﬁf’ ! | zli + .;GTII '
En dmlvant les équations (1) il vient : | .
-1 - |
I’ 4 mp’ —{—nf — (al + pm + {n) =—50080 -

f - 7 VA r . : r 1 - r .
Z,c. + m,p "+ w,-r = (ql 1+ pm <+ *(72 .1)—— Sll]wm = —t-—wm COS ®

[ d

l2_¢’+7?22(ﬁl+?12‘{’$ ~—(al’y+ Bt s yn'3) + oS w w'=— (? —w )cos -

lo”’ + ”%ﬁ{.’ + %‘.f” : — (G.’l,_'+ (ijnr + _:f;n';) |

TR IS G S .
— [ —=COS ) =——{—— o |5 v —{— CO0S v y
¥ IS W » L

, A gy = — @+ 6" 4 n’y)
gLy oy .
+- . _f— — o | S o] =— s COS8 » — T — wm | COS » -'I— — — ) Stk .

¥

" A M Ay = — (ol A B -f'»n'a)

(7= == = efine (=] o
— = ¢ = — | ® p— |=-—w ] COS®» -
; ) ‘m t} v ;" ® | _ o



dg=m,; =0 'na,.-_':"[' a!’:"n’-**{)‘m’x—--
- 7

“du tléter:h_iii‘ant (2) devient :

8
5

Al
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On peut supposer: 1 =1, m=n.=0; I, = n, =0 my =1 ;
: et alors les seconds

membres des ‘Jq“‘ltlom précédentes donnent res pectwemellt 16:: valeurs
de o, 67, ¥ ya¥, 87, v": La partie

ﬁ' oy

(99‘" + ga”’) b e e ,
¥ +ef, T4y

N ' pg[';:-(—t—”——(u) ‘21]1m+( ' )'](-}"—&),) \

| (—-—- — ) dlspai u[, {lu detemunant ' |
(@ + pu ) T B '
qui se réduait'd : . | A
'7 _. .,1 - ' coq c '1_ . ‘ 1 ‘ ! 1
o ——_Smw(i—-q )+(i—-—‘a Obt.u)'a(-f—-——w').
e 7 ' o )t ‘

o

‘Sil'on pose’: .

. H
| | ,1.——-'—?-cosu' '
. R _ . .- . r .
I'équation (2) devient donc : -
| ' | 1 . .:‘ : 'M’ . ‘
o — Sl1- o + =0,
- S 1 + i ‘

d’ou en intégrant :

. sm m :
'gf tu=0
? . 5

| v N » . 1
Le probléme admet la s-o}utlon o =0, si L, ast constanb la

| ¢ -3
; . fo ,‘ K . ‘. . . 7‘
courbe donnée par suite, Courbe de Bertrand, et la solution » = const.
S : o . .
. .. P s .
" 0 as\ . o~
- {1 — = cos 0))- tang (sin " — ] 4+<=0
( s ¢ ‘c e 7 + 7 - ) |

ou :

$in - S RIS coS
[('1—-‘--?_-(:08 (.r.)) —4{—?;]—-}— (P) (i-——P w)
r 7, 1* 4 A

® ,__..:_ (-1 _ go08 e "’) —0.

o
1
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i

2. La courbe sera asymptothue pour la surtace canal sl sa hmormale_.
pac.se par le point @, , z, ce qm donne les relations :

Yo ey Aoy 2 +9*r 1 't gols YA |
yll+ p@!l, zi!+p?ll wl’+ Pa”’ z’l+ .G"“f” m-ll_*_ Pa", ..y”—i— ‘Gp”
. = B Ty

Faisant coincider, comme précédemment, les axes fixes avec le
triéclie normal au point considéré, il vient « == 0, g = cos v, y =sin o,
etona: ' | ' '

J”+ 9(5” 2 j’ 9" ’-— 0 (i-—- m’)[1 (1 ——c—cos m)t’:tlb 0 —-——(—1— — o )~]
J+@ Z+"f' _ . ‘s [ ‘ .t..

~Dans I’ equatlon

0=

i NS e .w‘+9ah
s Lar | HCOS® 1y,

I'd4 1/ 3}
& y a » B

les tqrgnes sin oo’ v’ 4 cos w.a”” 6" se détruisent, et elle devient.: "

¥ _l_ COS B ‘ 'l ' 2 | N
(1 — o cos U) [—-—(’1 — _o N w) COS w —49 (— — w’) :l = O
L 7 or N |

: 1
- Dansla prcm:ere équatlon le faotbur—t-——- ® sannule pour les hgneb

-y

0 ‘5111 O3

de uourhure dela surfac,e canal trajectoires orthogonales des cercles de
- - courbure, lignes dont la normale principale ne passe:pas par l'origine, |
L ¢ COS w
mais est située dans le plan’ desq %; dansla aeconde equatlon 1 -
Sannule pour: Tes points d’ intersection de la surface canal avec la déve- .
loppable, lieu des développées de la courbe .des centres de- la' sphére
-mobile, hgne d’intersection qui est une courbe singuliére de la surface.
Ainst il-reste Uunique -équation : | ‘

1 p COS o\ :l aE
....(1—-— — )GOSCU--—(;——m’)_g:.‘_‘O;

?I ?n *
et U'on voit que l'intersection de la surface el de la surface réglée lieu
des binormales de la courbe est une envelol)pe des. hgneb aqymptothues

B |
S s est nul

, o

' . -

Le éarré de 1'élément linéaire de la surhu,e canal a pour valeur;

« ‘ 4 2
(1——5(’0:‘ )) 6332 <+ (d m———? dS) "

Pour que » constant, on ail une hgne asymptothue, il faut que la

relation ¢ o
1 cos2 e
r T t" ?

Soit salisfaite ; 1'esultab donné par M. Bahtmnd (Mathém.; 1894 ; p. 139)

'
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NOTE SUR CERTAINES PROPRIETES DES CONTROLEURS ADDITIFS.
oy G . . - . -

B12.81

— 3 qotl —

Dans la note sur un caractére général de divisibilité des nombres
pleqentée en 1907, au Congrés de Reims de I'Association Frangaise

pour I'Avancement des Sciences, il a été tabli qu'a tout nombre quel-

conque N, -d.ang,.v-_un . systéme de numération & base quelconque,

correspondent deux nombres, complémentaires I'un de lauire par

rapport & N, nombres qui ont été.désignés sous les noms de contréleur
additif K, et de controleur soustractif K. dunombre N, parce quils
permeitent de controler, par des opérations simples d’addition et de

soustraction, si un ‘nombre donné est ou non divisible par N. Ce

conlrdle est complet, pour les nombres premiers, par P'emplo 'd un

- seul des deux contrdlensrs ; il ne l'est, pour un nombre décomposable

err facteurs, que par Uemploi successif des deux controlewrs.
'Lies contrdlewrs additifs jouissent -de certaines propriétés spéciales
_qu'il peut &lre. mt(n essanl de faire connaitre.
C'est le but de 1 présente note.
“La base du systeme de numération étant 1'eprésentéf, pa: g, le

| wntroleur additif K, 'un nombre N permet de calculer directement,

d'urie-part, la série des résidus et, dautre part, le quotient de la
division par N ‘de g1, si N ést un nombre' premier, ou de g*si, N

‘wétant pas premier, I'exposant % satisfait & I'équivalence g== 1

(mod. N}, ce qui a lieu quand N n'a aucurt facleur commun avec la

A dSC ﬁ.

Reproduction directe des résiclus.

Ha'été indiqué que, dans la division par un nombre premier N des
puissances successives de la hase § du systéme de numération, le
controleur additif I, du nombre N est le résidu du rang (N — 2)
correspondant i la dmslon de pN—* par N.

Ce résidu K, multiplié par 5 donne & son touir le résidu 1 de rang
(N — 1) de la division de g8 par N.

On voit facilement par i que lo contrilewr additif ’un nombre N,
dans un systéme de :I:ll,[_]nél'ltlon a hase g, est le nombre dont les |
résidus des puissances successives par apport an diviseur N se

.présentent dans Vordre inverse de celui des résidus des puissances

successives de la base g par rapport au méme diviseur N.
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“On peut donc (Jalculer d;mctmnmt Ces rosulue:, mcus en ordre mverqe,

au moyen du conirdlewr additif, en ‘procédant comme on lo ferait -en -

partant de la base f. | . : ~

Remargw — La valeur absolue des resulu\ de la division par N des

_puissances successives de pet de ik, élant mdppendante du systéme de

numération, ces: résidus, quel que soit: ce w»teme, S€ pléwntmt en
ordre inverse. Par suite, le nmnhtepdwlcntlo conirélem adrlztz/ fleN

dans le systéme de. numoration a base I, .

- Observation. — On péut, dans la pra atique, si le cov-?fw‘ilcm* K, est

‘un nomhre e plusmurs chiflies, blm]ﬂlﬁ(}l Jes opérations en se conten- .
'. _"'tant de multlpller par K, I¢ chiffre des unités simples du résidu sur
Taiié] on opere et i’ ajouter au produit le nomln desunilés de second

ordre de ce méme résidu. )
]in effet soit, 1< = A4 B~ L | .
. A représentant le nombre des umtcs de wu)nd ordu, el P le c,hl[h

| 1 s unités de pr emler ordre.

On e déduit K = K A 4+ lxaB : ' AR

'”_'OrI& @—sz—l—-i

'Donc Ix —=m N &—{—A-%—hf’
D oul oquw llenw K2 =K,B+ A (mod. N}

" Ewemples.  N_premier | R
'-"S"o-ie'm_,— g =10 - N = 47 Ky =33 - 408 = { (med. 47)
©~On obiient: | ’ o

(N — tyeme résidu o » = 1

LN = 2pemeid, - Ky = 33 =33

(N~ 3)eme. " id. . 3X334+3=102 . 102—-904 = 8

(N — geme  id. 8 X 33 = 2064 264 — 235 = 29

(N —~.5eme id. 0% 33 4+2=209 - 209—282 =17

- ’ etc. ete. . | - etc. efe.
o Scuem: (,nu)r(, B =10 N = 59 ' Kg = 6 1038 = 1 (mod. 5Y)
N = 1)eme résidu Ky 8 —mN - 60 — 59 = 1

(N = 2)eme - id. . L. Ky= 6

(N — 3)eme  1d, 6 % 6 = 36 . ' = 36

__(w — Lewe  id. 6 X6+ 3 =239 — 39

(N — 5)-0-‘“6 . 99X 6+ 3 =57 - 5B7

- etle. - ete. . . | etc.
: i ~ (N.non premier)
- Sotent "8 =140 = N =49 Koy = 5 ' 1082 = 1 (mod.' 49
S 42 résidu Ky 8—mN, B0 —40= 1

e id, T - K, = 5

00 id. v BX5 =2 | = 25

3 i 5X 54 2=27 = 27

.38 il - TXD+2=37 =37

ete. eic. ete.

-
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~Soient enfin B = 10 "N =63, Ke=19 106 = =1 (mod. 63)
,6;3 résidu - : Ky —m N . .1()0 — 180 -1
oe  id, _ CKe = 19 — 19
e id 9 X 19 + 1 = 172 IR — 126 =46
3¢ id. 6 X 19+ 4 =118 18 — B =15
e i T X9+ 3 =136 136 — 126.= 10

f

Reproduction directe du quotient.
THhOHth EMPIRIQUE.

Sotent K, le confralem- a,ddztzf du nombre premier | \T 6 la bd%B du
Sthemﬁ de numération, Q le quotient de la division de 5“*‘ par N et
q le dernier chiffre de ce quotient, donné directement par la rplatlon

K,gp—1"
g = e

L'addition des produits successifs ¢ K¢ g, g K, ¢, ¢ K ¢,
gK: g%, ...... g K" g~ donrie une somme telle que les cluﬂ’res de
drorte. pus en nombre (m 4 1) & gal a celui des termns dddltlDlllléS
forment une suite 1dcnt1que A la suite com,sp()n(hnte du quottent Q,
tous les autres chiffres vers la gauche etant négligés.

_Dans le quotient complet une tranche quelconque de ¢ cluﬂres, :
.,s,.éparés vers ld gauche, représente le quotient par I N de g, tandis

qu'une tranche de ¢ chiffres, séparés & la droite, n’a, par rapport aux

. puissances successives de g, aucune signification.

Le quotient complet ayant N —1 chiflres, il -faut, pour Iohtemr
poxxswrlopératton jusqu’a ld(lttltl(m du (N {)eme lerme

g KNP pY\_—i’?

L]

el neghger tous les chiffres au dela du (N — l)‘«'“e i partiv (lf, la droitg.
En poursuivant les Opudtlons de. la méme maniére au deta des

(N — 1)tme terme, . on obtient unc somme comprenant, ¢n sus de la
période de N — 1 chiffres correspondante au quotient complel, une
suite de- chiffres qui, pris en nomlne égal d celui des lermes ajoulés en
plus, se¢ trouve identique 4 une l;ranclm ’'un nombre nga[ de chiffres
séparés A droite de la période.

. St le nombre des lermes addmonnés est2(N — 1) les2 (N — 1)
c-luffrea ‘séparés sur la droite presmtenl deux séries db N — 1_chiffres
l(lf‘lltl([tlb% au quotient Q et cori 'espondant au quol;mnt de ({“EN*U par N,
et ainside suite. - - . R v

Enrésamé, on peut, au moyen des opéra itions indiquées, faites sur-

le controlevr additif K, ¢'an nom]me premner N, calculer du ectomont

hY

R
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le quoiwntlm N de. ld ]nusmnm N -——-~1 de la base du sy qtem(\ de

numu ation,

- Si te-nombre N —11-Psta~pa:> prf‘-mwr Anatis est tel quiune ]}lllS‘sdl}Cb w de B
Sat,lsfasse i Téquivalence gz==1 (mod: N) ce qui a lien quand N n'a
aucun facleur commun avec ﬁ,_ le quotient de I division de 7 par N
s'obtiendra parle méme procédé au moyen du contrélevi additif K, .

Les opérations ‘indiquées peuvent, 'ailleurs, étee notablement

. simplifides, comme il sera montré plus loin,

i wre ow oo

Exenples. | " N premier , .
CLRnment 8= 10 . - N=17 -~ K, =12 106 = { (mod. 17
" Lacdivision de-g47—1 par 17 doune pour quatient

= 588230204 17647,

~ Pour prr)uwlm' aux opérations mdlquu,s le facleur ¢ élant commun
a tous les termes, il suffit'de multiplier par Kg, d’abord ce facteur g,
puis, successivement, tous les produits obtenus, et de tenir compie des
facteurs g!, g* , B3, etc..... en veportant chaque nouveau produit d un

_rang vers la ga uche par rapport au précédent, ~

Les opéi auons se présentent comnie il suit :

o gK B =T X 12 X 100 . - 8
L gKa2B =7 X 84 X 100 | 1008
gK %% = 7} 1008 X 1000 ' 12096
gKai8h = T X 12096 X 10000 145152
gKo585 = 7 X 145152 % 100000 - . 4741824
K886 = 7 X 1741824 % 1000000 20401888

e, ete. . 207T34HT6NT

. Comme on le voit, Paddition dex 7 premiers termes donne hien, sur

la droite, une suite de 7 chiffres identique a la suite correspondante du
| -quotwnt Q; tous les chifires de ganche étant laissés de cdté.

Les Opérau(ms peuvent étre bunpllﬁoeb en ajoutant d abmd au

~ premier icrmqu” = ¢, le produit g K reporté d'un rang vers la’

gauche, puis,- A cette somme, non plus le prodult g K2 leOIl;(-' d’un
rang vers la, gauche, mais simplement le produit par Ix ~du second

chiffre 4 gauche de la somme déja obtenue, puis & la nouvelle somme
le produit par K, du troisiéme chiffre 4 gauche de la iroisiéme somme
el ainsi de suite, chaque produit étant, comme preobdemment reporte

d™an rang vers la gauche

L’opération se-présente alors sous la forme simplifiée ci-aprés :

-

*

r

-
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g B ‘? L ST
. 7% 12 = 84 o 8k ;
. L. ' ‘ / . —,- - L - *
N | - 847
: A W12 = 48 - 48 ,
5647
" 6 X 12 =172 -
AT
T X 12 = 84 34
: . 17647
. 1 X 12 =12 12 i
- | | 07647 . -,
. -l K12 = 12 12 '
ef ainsi de.suite | o LAT64T
e additlon des 7 tu mas successils donne, comie précédeniniént, une
suite de’7 chi fres ulonthues dola suite wumpondante tht (quotient Q,
k m(hqu(_, phis haul, les chiffres & gauche du 7¢ étant Lussm dc n,ote |
e 8P Pon fait, dCautre pdrf la somme des dlﬂblbll(;b‘s Lntro los lerines:
suceessifs i-mplmrc-;sduns loés deux systémes d’opérations, on” constale
- que.ceble somume s termine & droile par un nombu, de (,Iulln, U ogal
, & celul des termes d(l(htl()llll('\_ o A T .
C(,,\I m qui explique Uidentite des résultats obtenus en ce qui -
concerne log chilfres do droite pl'h e nomlm, ual a Gelui dc § lermes
additionnes, o o i
Qu a, en i"[lf' by dans 'exemple qui [n'vu,tlo
lhlluen(,m 1|0-~Lvrmt~. de rang 1 . © 0
il id, 2 N
1d. id, 3 U
il ' 1. 4 2020
i i, 5 BGS - e
S S, R T: 6 a2 o T
. id. o id. 7 20001876 L
, C Somme des 7 premiers termes ' )IUJTD)UOGUDOO
E ~ En ajoutant la somme obtenue en sccond lieu T LAT64T
Somme obtenue ¢n premier liew | 2‘1\0‘-7’75341176!{7_- oL
Autre exemple. . (N non premier) o C
Seient - B =1V N = 49 Ke =5 1042 = 1 (mod. 49)
La dmsnon de 842 par 49 donric pour guotient ; :

Q = 0&4081(636050()1&44897959183b73116938 7051 .



F. BOULAD.

.. Le mode de caleul indiqué donne :

__KctB‘_'l._.

50 — 1

N

et ainsl de suite. -

f

Ay

=1

-

1 % D

9 X5

X X
D] ot

o
x
N,

I

i

e

\’l FARID B() U LAD

o~

2551
25
2751
35 -
377501
39
387701
40 '

438t7651

— CALCUL GRAPHIQUE ‘DES: DETERMINANTS

Y

Ingitnicur des Constmct:onc Cmie- L P.C. au Service des Ponts des Cht,lll“l") de fer de lLiat Esyplien

1

r

(Le Caire).

UN PROCEDE DE CALCUL GRAPHIQUE DES DETERMINANTS

— Y anitf —.

512.83

Dans un grand nombre de problémes, notamment dans la résolution
des Gquations lindaires, on est'conduit & calculer des déterminants dont
les éléments sont des nombres ayant plus de deux chiflres. |

Le calcul des valeurs de telles expressions exigera sounvent des
opérations numériques longues et fastidiguses. Mais on pf;,ut elfectuer
graphiquement ces opérations au moyen d un pmwdu trés siple, qml
nous a été suggéré par la considération du principe des alignements
multiples de M. d’Ocagne, dans le cas des monogrammes & échelles et
lignes de pivots rectilignes et paralléles (¥). |

Ce pnocedu, qui fait Uobjet de cettenote, repose sur la nouvello

Y

{*) Surlmdlcatnon de M. UIngénieur en Chef des TPonls et Chau«ee&, Alfred Hu%suu, notre emment,
Chef du Service des Ponts des Chemins de, fer de V'Etat Egyplien, nous avons appligué. ce procéde au
calenl des moments fléchissants développés au droit des appuls 1ntemu,dwueb du grand pont d'hmbubeh ‘

sur le Nil,

n
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construction graphique présentée par la llg 1, qui. lourmt la valeur
d'un polynéme de la forme: . '

:i[’.i’)r +(6i)b?_ v (l}; Ok i‘ v e i (L" bu ;

. dans lequel 1es wetles-b-sont des quantités quelconques.
Dans cette figure et toutes les autres, toutes les quantités considérées
~sont représenties par des segments portés sur des axes verticaux arhi-
, traires, en prenant, comme sens positif, le sens descondant. Nous
conviendrons en outre, pour tout produil d’'un nombre quelconque de
factenrs; lel que p=+ @bc¢ . . »si, de prendre, en valeur absolue,
tous les factewrs, s.mt le dernier, ¢, qui_sera pris avec le signe de ce

pl oduit.

Cela posé, exposons d’abord notre opération qmphaque fondunien-
tale de la mulhpll(,allon ct de la division,

- OPERATION PAR LES LIGNES: EN CROIX (*). — Soit 4 effectuer l¢
produit p = + ax bx. Prenons nos deux axes verticaux XY, Fig. 1, et

@

1

\
\N

o

>

» 5
i

o

NN

I;{)

L/

RS
..N b

2R
o\

Fia.

L

M

“////

7:',
V-t

Ye

sur 'un d’eux X, un segment Om =2 (3 étant
I'unité de longueur adoptée, qui sera dite le
hase de U'operation et O le péle). Par le point

- #r menons une droile quelconque mix, inclinée

comme I'indique la figure,

Portons sur 'axe Y le segment apa = ax
(dans le sens posilif d'aprés nos conventions) et

- sar Paxe X, & partir d'une origine arbitraive

Br—1, 1€ segment 8,y Bx = Dy (avec lo signe du .
produit g )~ Menons la verticale ke’ du point
de rencontre du rayon QO de la droite 2.

Pour avoir sur I'axe Y un segment, vy yx
(dorigine arbitraire vy} égal au produit oy, il
suffira de joindré g4_y au point d'intersection o’s
de la droite vi— s avec la verticale de rappel
Ka’y relative auw multiplicateur a.

On déterminera ainsi Uextrémité y, du

7o~ segment cherché.

v

Cela résulle immeédiatement de ce que

—

Yh—1Yk * &g Ak
r-1fr  Omoul

Nous dirons ponr’abréger que le produil . et son quoticnt by pai-

{(*} Nous nous conformerons, dans la'suite, sux notationr de M. d’0Ocagne indiquées dans son Conrs de
Calcul Graphique el Nomographie, .

Al

-
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xS oblieniient. en constrm.sant les deu::v lignes en croix n_l Br.
Pr—1 i quiE e coupent sui la ligne (le rappel relative. o . ’

SOMMATION GRAPHIQUE DE PRODUITS. — Sachant construire un terme
que'lconqué P du polyndme P, nous obliendrons la somme de tous ‘ses
‘termes p,'p, Py - .« po en-cumulant géométriquement sur laxe Y, ainsi
©oque l mdlqlm la ﬁgm’e, & partir d’une origine arbitraire v,; les segments
YoTisTiY2 ¢+« Yol Yn 1especzlalvement représentalifs des termes ci-dessus.
Lajl"graru_!cur du polyndme est donnée par la_longueur-du segment
-total yova. (li-‘S’ Segments multiplicateurs age, = Uy gy = Uy . . . sont
pris tous >o el ont méme origine «y, et .les segments multiplicatears
BoBy = Oy BiPs = b, sont portés sur 'axe X bout & bout, & partiv d'une .
origine arbitraire §, avec les signes des termes correspondants Pr)

Rmnm que. — - Nous avons exéeuté la construction en supposant que
les seﬂ ments représentatifs des quantités di by ¢ sont mesurées avec
une méme unité de longueur. Mais. on pourrait, pour la commodité dos
“applications, adopter respectivement pour ces trois quantités, ‘trois
unilés de longueur (ou modules) différontes « fy, pourvit que ces trois
m‘amlmus et la base & solent'reliées entre elles pal la u,latlon 3 y=up ot
soient mprmmes avec. la méme fractlon de métre. "+

APPLICATION AU CALCUL GRAPHIQUE DES DETERMINANTS. — On sail
que le (levcloppement d’un déterminant e degré n ordonné par rapport L
aux e,lnmonts y s @y« d'une de ses rangées est de la forme.

A= a, .-\y—-_czg Ay FasAs— oo o oo+ Ay

Or, c¢éci n'est antre chose que le susdit polyndme P dans lequel los
a d(.,bl”llbn| les éléments de la rangée considérée el les.b, les de,tm mi-
nants mineurs correspondants de degré (5 —1). | |
~ Nous voyons donc, que le calcul graphique de la valeur d*un (Ibtbl—
minant de degré » se raméne 4 celui des valeurs des déternunanls de
degré (n—1). ; ‘ |

Avant de ‘présenter ‘la construction dans lo cas an{.‘I'll d’un
déterminant quelconque, défini par tous ses éléments, montrons son
- application au cas des déterminants du 2° et.du 3* degré. . -

DETERMINANT. bU 2° DEGRE. — Scul', a elfectuer . gmphlquement h,
déterminant | - : .
' o a; by atb»‘“‘"@’zbt - :
A= — >< ,
Te aa) ba : )

¢ est Punité elp longueur’ que nous intr odumons 1(,1 [)Olll" conser VOI‘
I'homogénéité, o |
. La construction est indiquée par la fig. 2, dans laquelle les donm
. sont les begmentb ayy = | ay. |, @y by = | @ |, by by=(bs), by by =(b,)
{entenant compte de nos conventions de signe).

. .
SN . . . . s 1

- . *?'
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- Les l:gnes £1x cr'm\ cmuespondant aux termes du durd()ppement |
g mlerceptenh sur 'axe 2 les segments Ao /) eLpA IORpGthVb]nt"nL repré- .
sentatifs des deux tmmes ; by ot—ay bi Leur somme 344 esh ld valeur

PR _dn detel mmant
- &
TN A
a \ o !
me L
- A \ ’
4
_ Ij‘t(;. 2. i %
| 6
DE TERMINANT DU 3° DEGRE.
ey bl Cy /
;.-* _ A-‘-———g—{ (tgbg@tg'
g b:} Cay 1. '
ou }chn e
OA— a, A’i _agAi +(£3A3
- avec , | ol
-\\ - : BA, = 03 C3— bs ¢,
' *1 3.’31.2 = bi Cs —'—"373 Cy :
. 8A3 —bi¢ca— by 0y A
- Nouns  avons considéré, | '
_ dans ce cas, trois axes verti- —_—
.. caux arbitraires A, A, C, .|
. ‘1 :

Fig. 3. On a obtenu surl'axe
© A lessegments AgA,, AjA;, AsA, représentalifs des mineurs Ay, As, Ag,
comme on avait obtenu A dans la fig. 2. Remarquons seulement que
d'uprés mos conventions, les éléments’c sont portés sur U'axe C, bout
& bout avec les signes des termes correspondams daﬂs le devetap-
pement genéral de A. - -

Cela fait, en appliguant la méme construction aux’ mineurs A déja -
obtenus et aux multrl])hC‘itellI‘S @ portés sur I'axe A.d, on a déterminé
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. LT ,. -
v v - . .

' sur Celd\b les spgments By pl, pipa, ﬁaA mprescntant I*esl)fmtwcnmnt‘_7'.
_,_1?-1(‘\ te['llles Ly Axl, —-ly -‘\2, 3 ,43. RN o et T '

Le segment total AyA est la valeur du détermmanl,

La Fig. 3a été exe( uteﬂ p@ur calcutcr graphlquement le dé LPl‘-.l_'l-l.ililifl:i.it-

-numellqup - -
o e w
A= 11 —80 —-—40
300 R0 —9 '
Pom porter les segments mpresentaufs des elmncnts abc sur lex

- axés correspondants, “nous. avons adOpté respectivement les. how
'_-modul(‘s | | R |

v Vo
' *

'at:ﬁ**()‘"‘“ "":lmm

¢t nous avons p1 is 1es denx bases eﬂales ) .

| Omy = bymy = § = 20™
Le scgmont AGA mesure avec le modu]e COIIPb]JUIl[[dHL
| % By 0!4 X 0,4 X 1

A

S T T S T = 0000k

u (lonnr- lc chiffre 389. 000 comme valear'du (lctermmdnt Propose.

DETERMINANT DE DEGRE QURE LCOMQUE. Soit & ecaleuler le d.ef.ermi--
1 . N -
nant de dF'gw ([uL,ICOIJquO n '

bl Ly ‘}_‘1‘ .81 tl .
fl-z bg Cg < Ty 8 _t.g )

,
. . - . . . - - e

1 _
. .

A - o———‘ - . . . . ay Lo e
?n‘—*l - \
' . : , . ) ¢ 7 ) . ) ‘ ,
! : - : an—-—l-bn.-_--l Cn—1 V'n— Sn-——l t_n--—-l

-afu b.uf c‘n .- a ba t‘n

En desngnant par X B C @R, les déteriminants mineurs . or dres

suceessifs 1.2.3... (n—2) Obtenus successwement en supprimaient dans’ |
A d’abord les deux rangées pfiasant par «,, ensuite les rangées passant -

par a, et by et'ainsi de suite, la régle du déVLlOppement des determr-
nants donno les polynémns -

A--—-“: Ay = jL2'*‘“3133 -
BA=0;B,— 0, By + 03 Bt — .. . .
SBZ C‘]_ c'i —_— CQ Ci "‘l" 03 Cfa_;"—“" .; v .
SQ—?“llii'——?gRg'*‘?gl{?, e e
QR-— -5.1 t«z h— 92 t‘l

- Or, nous savons caleuler - su(,c,esslvement par la comstruction .
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graphique ci-dessus los valeurs des polyndmes R.Q.P..C.B.A. dé
dégrés successifs 2.3. . (n—1). La Fig. zimdu}uc la marche schématique
(les opér aE‘.lons i exéeuter.

o Co b Jo

.'.:90 {
7 >< 5~ <.
/N | | ™, _

N\

S = 0 Pz 1

) - - Fla. 4, |

On a considéré 2 axes verlicanx arbitraires A A. B. C~. R. S.
Suivant la méthode des lignes en croix, on ‘a construit les mineurs R
sur Paxe R, En traitant ces derniers comme on a traité les £, on passe |
anx valeurs des mineurs Q sur axe Q ot ainsi de suite jusqu’a ce qu'on
“arrive & déterminer sur Paxe A los segments représentatifs des termes
ty Ay, @3 Asy @3 Ay . . En mesurant le segmenl représenlant leur
somme, on aura la valeur du déterminant.

Les élements multlplmatcums 7y .. Cy b, tt, sont portés en haut de
la figure’ ros];ec,tn ement en s, 8, 79 7, . . @y @, sur los axes RQ .2 B A,
~elona Opue avee les pdles o So 7y « - Cp by g,

© Remar que. — On peul aussi construire graphiquement la valeur
- d'un déterminant de degré quelconque en appliquant, la construction
~ du polygone sommatoire de produits (indiquée dans le Cours precité de
" Caleul Gw&phzqwc et Nomographie de M. d’Ocagne, p. 29), successi-
vement au calcul des polyndnes ci-dessus RQ. . . GBA.

Nousavonsa ppliquéle procédéexposé , ci-dessus avee M. Luon Feugére,
ancien Eléve de lL(,olc Polytechnique, qui fut pour nous un dévoud
collaborateur. - . -
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0  E.-N. BARISIEN. — THEORIE DES NOMBRES, R L]

M. le Commandant E.-N. BARISIEN

{Paris)
~

'SUR QUELQUES FORMULES DE LA taéonle DES NOMBRES OBTENUES PAR
DES CONSIDERATIONS GEOMETRIQUES (¥} '

- . - 512.81: 513.26 "

- 3 m)t}-t —

Les liaisons deo Loutes 19» parties do -ld scu*nu* mathematrque entre -
elles, sont telles que fréquemnicnt (]eb ])I'O[)l i6tés des nombres sont la‘
conséquence de formiles algebnque\ lesquellm pr ovlf-nnnnt de consi- -
-déralions géométriques. .

. Nous croyons intéressant o’ cxposer les 1és11]lqt>, suivanls que nous - .
venons de. trouver ot qui doivent élre . 11](‘(]1';:»7 f‘”t :ment la fagon d’y. -
parvenir-est originale. Sion. -+ -
ne donnait que les formules -
elles-mémes, on ne pourrait

. jamais se douter de leur
provenance. o

J'étudiais  U'épicycloide
ci-contre, engendrée par
wn point d'un cercle O de
ruyon 2 a roulant, ewld-

- rieur emwzt s un cercle,

A étarit le point d’origine .
“surle cercle, O du roule--
. ment, en prénant pour axe

des @ la-droite OA, el pour.

< axedes 7w la perpcmhculauo C < \ .
“dlevéeen O & 04, et én désignant [m- »w langle (O* {) \ on a pour los
-'moulonnom d"un joint M de I'épicycloide : |

‘ l 30) -
(1) | ’1} — 3 ¢ cos o — 2 @ GOS =~

rs'

] | | Sm
(2)~ : = 3a’sinw — 9a Si —-

l--.}

-

-

! [*} Il) 7 Heuw il'dp]){)ilei au velume du Résumé des travaux du Congies de Lllle lJO‘J les corrections

suivantes : ‘ \
Page 61, ngnfs 10et 1, — - Les \aluu- { et § de 1'1dent11e sont lides p(u"l 1[1 leon
o . . l'— 1 — 02
_ oL . S
Ligae 12. — Aulieu de 64 t{.. ?(H—3 te, 9)2

N . lire : f’”“g 26— Hg ?)



& IO? \l‘A’lHFMA’IIQULS. AS’I‘RON.MIL Gl-*omqm BT MI'.CANIQUIL. o
# En -1.-;f=}c.h-ereham '1:’¢éqisml=,ion ca -rté-sienn.g d-c celle cou 1#]‘3:@, -j_.":ai remarqué
- . que © oL R o ST

_ ‘«.} . 4;, ? 1 2 | L. TN (JJ

o 2 4y =13a* —124* cos .

1 ~ Done S | '
(‘3) AU 'os W - (9:;2—{—@;-:——-—13(4)

. ) [ . . ' G -_— = T -

DL - 2 SR
et comme | ) ,
N | o |
T » - W \ : ) o
- W= 3 (zcos? — ——'l) — 2a (z& ¢os® — — 3cos —-)
- 2 s R 27
il en résulte au moyen de (3) que l équation (,(11 tésienne de la {Lom ln, ml |

- o @yt —13a2? (a4 y2—13a?)

: (4) . . L - 108 ¢ - ‘_12 a? '
 —2u (@ +3a)=0.

c @xt une courbe du-6° degré ayant un point double B, un poml dc -
rebroussement A, et dont on détermine aisément lgs points dinter-
section avec la droite & + 3¢ =0, elavec le cer cle w24 y*—1 %u-—— 0.

~ Le point double B est (w= — 4¢«, ¥ = 0). Le point de rebroussement
\ .
- Aest(w=g¢,y=0). La,courbe a un sommel au point C (@ = 5e,
77 = 0) et passe par les points (# = — 3a, 7y = £ 2a). |
Elle p.as'se auss'i-'_par les points (m = — 3 wyy =% a \/3 \/57 “_—.'-1 )
*\JOUI:OI’I% que LOLLO courbe qui a-la forme d'une double caldlmdc, )
pour aire 30 = a2 et pour pérunetre 48 a.

' Je donne des dét(ulq sur cette courbe qui, je crois, a été pw c,t;uflu,o
ot mériterait peut-8tre une étude analogue i cetle d’autres épi ou hipo--
cycloides (elelu os, telles’ que la cardioide, I’ ln pocycloide triangulaive et
Tastroide. . L

J ahoulo le coenr du Rll_](‘t; :
) -
| ]m posant OS5 =, ona daprés (1) et (2) :
B | ' =« (61464 — 83 —3), -
(6) | 9 =2ayViT—E8(1l—18 1+ 42).
+ D’autre part, si l'on pose tg—[—-: 8, on a pour w ety des valeurs uni-
- ’ o K : . . | 1 --*-—02
. cursales en fonction du paramétre 6, et en remarquant que £ = -l—,_-{_--o-)-
. ) S o (D65 — 450* 4 150% 4 1) .
: 7 T = — — '
o _ (1 + 0%)* S
‘(8) - : 8({63(5—-—30) ‘
| Yy = :
- R
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o E.<N, BARISIEN. -—— THIORIE DES. NOMBRES !
- 'Mais, d’aprés (3), ona AR SV
- ' a,? (I + 20 92 )
m—+ __:___az 13-——17’11 .
Pdl Lonscquenl; en’ poltant dans (,ette lblﬂthll soit les mleuls (5) "'t' .

(6), soit les valeurs (7) et (8) on obtient les deux l(l@l]tlﬁb%

9 Br—6e—6¢ 4344 —12) (L4 31— 412) = 13—12t, .

(10) (B0 — 158+ 156+ 1) 4 [869 (5 —30%)]* = (1 +250%) (1 +a?)
Voiti des propr i6tés relatives a la theouc des nombres qui (]LGOUI(‘BI;

umnedmtemnnt de ces 1dcnt1tes

| | | 1 —62
I L empresszon 13 —12 t', lorsque § = ———
14602

somme de deux carres
On a, en eﬂ’et

1) @F—68— 64 3 +[
fsaje}ﬁples — 19 6-—-—1 t—O
| 32+22—-13

8¢ -3 .
(1 + 62)3 j] o 1.3 — 124 3

O /339\® 7448\ 101
. 1 3
Nei=get=y .
| 12012 @272\t 29
(= ) =%
4°) 6 =V2, = — —1- . ‘
109\ [16v/2)" 51
(’é’z") (T"),“Ts._
o .. 1 — 02, ' .
| _II.——Sth:__—_i___{_ 5 lempmbszon -
L ’P—-—13—-19f—~(8t3——6t_6t+3)2'_
est tmgamx 'z,m carre par{‘mt - |

On Lrouve en eﬁ"e!; o’ apres T xdentll;e (9)
' r86% (5 — 362
P= : ]
L i (1 + 09
L 111 —~— En changeant ¢ en — ¢ dans (9}, on a |
C(2) BOR62—6i—3)? 4+ 4 (1—P) (1 31— 4P =13+ 121

s f

, €8t tougours une
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En ajoulant (‘L mh.m(fhant (f)) el ('12), on 'Qh'tien.-!,., les diux autres
identités | '
(13) 84 — 62— 614+ 3)* + (8(“ + 6f”’—-6f--— 3) + 8(1 — 1?)
x ({412 — 1) 4 9] = 26,
(14) (Sl’+61"—-—61—.))-—(8£3—6f°—6f+3)
' + 480 (1 — 12) (42 —1) = 244
WV. — Le nombre 26 peul towjours élre décompose en une soninie
e guaja '€ carres endicrs rlwas( par wn cinguitine carré de nonbre
endier, et d'une m/mzf(’ de maniéres.

4 ! I l * . »
Sion ch.ange dans (11) 6 en T , et par conséquent £ en — £, on a

2 86 563_"3 2 .

et en zuoutant (10} et (lo)

(16) (813-—6.t*-—61+%) + 8{3-{—6#‘—-6!——3)
| [853 (a--302 [80 562—-“3)]__26.
(1 + 02)°
Exemples. —1°) 0 =1, t =
C L og— 32+321{:°=‘-+2"
20 6 =2, Z:——g—.
- a '2
- ' 0 - 44 3¢ 79 .
an 26,:3»3)-{— uS;l- 12 .J+ .

V. — En remarquant que 26 = 52 + 12, la formule (16) donne un
moyen de décomposer une somiie de gu(m ¢ Carres enliers en uné
somme de deur aulres carreés, ot réciproquement.

Il suffit de porler dans (16) une valeur quelconque de o, entitre ou
{ractionnaire. o
Faxemples. — 19 6

3

4

1, 1
3+ 2

-0
42t =5 4 12,

I

e e
[ £

e
e |

104 2R 43P 4 A8 =1DH + 05
VI. — En retranchant (11) et (15}, on a la relation
8¢ + 62 —06L—3) — 8 —062—06¢+4 3P
81562 — 32 863 (5 — 3622
+ [8 (0 ‘3}%[ #H—3 )] o4
(1 + 0%)° (1 + 0%)3
qui donne un moyen-de décomposcr un nombre en uwne somme de
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“E.-N.. BARISIEN. ';;'-1‘11}5:0311’5:-131;;5 NOMBRES = | '..'10.5 L'
deuw carres, dzmmue dI wne: mmﬂe SOImme (Ze deata} cam ee,, 101 sque
cé nombre est de la forme 94 i -

J—E:-memple.-f =2, t= ~——§— o S L
(339) " (448 199) { )3__ B L
12 135) (190 \ 25/ b :

Vll — La forinule (10) montre que tout nonibre de la forme (1 + 2062)
csf une somine de deuw (,a,rz'es divisée pm" une cmguzeme puissance.

Ewemples' — l ) =1 "

22
R4 + 16

18y o o W= :
» o 33904448
S =gy

; En comparant (1 7) et (18) onala relatlon assez curieuse |

-

%_?m+w 1%+%W+3£+4@-f  o
AJ--—_'QB ‘, _,DG :

‘ VIII — La 101 mule ( 10) montre encow que, comme .
U 142560 =1 (30), N
. Jon peut encore dire que toul nombre de lu /’ orime (1 + 6 ) a s¢ Cin-

quiéine pmss{mce cgale au rapport & une 5om,me cée deww c,arw.s @
wne autre somane de deuy C(M"J"Qb |

~

Iﬁ.ﬁemplcs.-ﬁll)ﬂ—l Lo -
" i . S
o , 24T

.‘ f,w' :‘_———52_;{,, 12_,- | | \ .
’)u)‘e:z - : R . . “
RPN _‘55:3394»448

<

"
}x — Ln (_;hdlls-of‘dlli g en 5 dfms (10) on, obtumt I ulontlto

| '(-19) (06-}— L)B"—&Dﬁ +5)? —+—[86(36-~—3)] = (92 425 )(e + )
- Par conséquent, (0wt nombre de la fowm, (62 +9o) est ¢ ch & une
sonune de (leufp curres divisée per une cmgu,wuu, pmswnco.
Fmen*zples — 19 6= l R R ~
+_
2 :

«)

26_..

+
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X — Laformule {(19) donne comme dans le paragraphe VIIE.un' ~

" autie moyon de {leuOmpose: (1 4 6%)% en un 1‘.-,11)13011; 'une somme do ~
- deux carrés & une autre somme de deux carrés,

N

Ememp&-_e. — =2

2 2
o ' 55 ____:1_29-{—2’72.
4 ’ ' g 0’2 + 52
- XI. — En a}outdnt{lﬂ) et (19), Qn a

(506 —450% 4 1502 + 1) (9% + 156% —450° 4-5)

T Q0) (ai+ 18 = + [89% (5 —36%)] + [80 (62 —3)]?
- B BOp
, S ce qui do;mn le moyen de clecomposer foul ﬁombm de la [m ne
(32 +1)8 en un 7 upport de deuw somnies de quatre carres.
Exemple. — _7 =2 | . - .
' ' - 2. 2 a
=5 — 129 + 2 + 339 + 448
S 225410
| X1I. — (20) s’écrit aussi S | | '
L (BUS —450* 4 1500 41y +( 150t — 4562 4 B)*
{0" 41 =__ . +[8% (5’ 39 )] (80 (59 —3)}*

26
- Dong, tout nombre de la forme (0* + 1)¢ peul se décom poscr en
une somme de Q’&ﬁé&t‘i’e Caurves, dzmsee par 26.

- Fwemple. — 6=

o 129+9*>+339+44
5 - ‘)6 . .

XIH — En retranchant (10) et (19), on a encore 'identité
565 — 4504 4+ 150° 4 1)2 — (35 4 1506 — 456 4 B)*
e (5——302-]'2—[80(.002_3)} =24 (0 — 1) (9 + 1)

Dorc, toul nombre de la for me 24 (62 —1) (6° + 1)% est diécompo-
sable en une somme de deww earres, dmmwm, de la somme a’f, deua
aulres carres. N | . | L ,

Euwerple. — 0=2

T2 X 3% = 39+!148——1)f)__970 ,
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| \l\f Ln falwntt-—- 9111 adans 9), onalldmmle, ' . . | .,
(8 81113 ,1——6 \m- cﬁ——-G sin a3 3) 4+ 4 C0S® « (!i sin? o __~3 sin - l) S

| = 13 —12sina . . L

~ Ce qui muent A dm\ que (13 — 12sin o) st -toujoutié Wne sommie de -
. "deu\ carrés. - - S R
X‘T-ﬁ‘—-— En f.:usant, h=tgo dan‘s (10}, on a aussi Uidentité BRI
Uy o _ . N i+9at 290
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M. E.-A. SALMON .~ .
- Professeur au Lycée {Nimes) ) ’
! MESURE DES PETITES FORCES. — APPLICATION A LA DETEBM}NATIQN | . * : '

_ DE LA COMPOSANTE MAGNETIQUE TERRESTRE

SN _:. ol o .538.71
. — 4 aotil — ' . '

- . . . : [

Je vais supposm' pom fixer les idées, qu il sagit do mesurer 1(1 force n
horizontale qui s exerce sur une petite aiguille aimantée ab. .
Cette aiguille ¢ b est placée sur un étrier en fils de cuivre, 4 Textré:

mte d’une p.;ulle. mglde, a lautre extrémité. est fixé un fil de cuivre
‘muni d’ure encoche g et- recourbé- verticalement suivanf v ; sur v est
‘- LOHB un pctlt 1'ectangle de 1)ap1€~r portant deux traits trés l‘alﬁpm(‘hém

T g - .
=] B | s
:

a‘ v -

. e r 3 ’ - )
N - . . :
. . .
. . f ’
. . .
. . .
. . . .
. ’ / - ° : -
[ .t e ] - [ ' '
R T A . . . ; .
. [ . / - . .
-
.

| =R
|
.

Fie. 1. . . e
- Latige G H est -engagée dans une plaque metallu]ue M qui laisse un
- vide par lequel on peut voir an trait! noir- milieu de & p. ‘La plaquu .

t :
LI Wt . -
-~
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: - . :
métallique M est'sontenue par un paquel de fils de cocon, qui peuvent
donner une légdre lorsion nécessaire pour orientér la tige GH ot qui
sont tendus par un poids P. | .

Pour équilibrer la force f qu:i' s'exerce suivanl l'axe dea b, jai

4

disposé. un fil de cocon Op qui SOtll.ifm'l,
une petite masse m2 el qui sappuie sur
Pencoche 8 N -
Supposons quaucune force ne s'exerce
sur ab et quil y ait contact du fil de cocon
avec le fil de cuivre ; dés qu'une force f agit
sur ab, la tige GH tourne et le fil de-cocon
est dévié de la verticale. |
On déplace alors le point O jusqua ce
que les traits + visés dans une lunelte fixe
reprennent leur position primitive. Alors le
- poids de cette masse et la force f ont pour

Q

1

SR S

e Y]

el résultante la tension du fil ¢t on peul écrive
m ' - |
=mglya
mIx - .
nIEE o
(g, 9). | ‘ f=mg—
Pour mesurer o, jo me suis servi d'un Palmer donnanl 50 de
! N

millimétre. J'ai enlevé:la vis antagoniste du Palmer el je ai remplacés
par une tige de verre dont I'extrémité A venait. s ppuver sur la vis de
Linstrument el 'extrémité B sur un ressort R. _

Le fil de cocon était fixé en Q. L'errewr absolue. maximum sur d a

été de '12] _ de 1j|'1i1=limétres. : .
La mesure de  qui a erivirop 80<m 3¢ fait sans difficnlié.
1 - 4 | 3
_ R RE
R v | e

" (Fig. 8)."
Le fil de cocon se terminatt par une boule & laquelle on accrochait,
la masse 72 5 1l portait, au-dessus de la bhoucle, une marque que I'on

P
.
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amenait sur 'encoche  en soulevant la tige G-H suspendue a un‘treuil T.
Le dmpomtlf que je viens de décmre offte le double avantage d™une
| ,grdmlo sonsﬂnllte et d'une fimte 1‘emal quable du zelo

/

CO’\IPOSA\"I‘L HORIZO\TALF MAG\IFTIQUE TERRESTRF

Som I'axe vmtlcal AB dun long mmant agissant sur 131"‘[1[“8
atmantée a b, trés courte, homzontale et dont le centre est sur I axe de

' Paimant ; cette aiguille est assez prés de l'extré- B
mité de Taimant pour pour que I"action soulo du M
pole voisin soit efficace. = SRR B

nglll”f‘ a best alors soumise a, deu\ lorcm' BT P
égales dont la valeur est donnée pzu h loi de
Coulomb

L] ‘I' 'I ‘.-\
F o B | o alty .

La pr OJecuon horizontale e.st,
2 upl T
sin «

€

2

4

ov
N
O~

"y oLt dllfeldnt trés pou

= 2 1 ‘

M est le momual magnétique. de a b 1, Lt ma%c
magnétique ai pole -de I ﬁlmant » la distan(,(, du
pole i axe de ab. .

La formule précédente, quin est pas no'oumuscmmt e\a(,te, ne peut
apphquex queé dans les oon(htlons suivantes :

Fi i,

1° L’aiguille ne doil pas étre placee trop [JIBS du pole, car on ne
. pourrait alors supposer toutes Ics MAasses magncthues concenu‘ees au
pole de A B, | - ‘ |

20 L.:unmllp ne doil pas étre” trop élmguw, car ldCthll du second
pdle ne s cvanoumul; plus devant celle du- premier ;

3 Lalgullle doit élre irés courte afin que P'on pu;xbe confondre |
betr,sina et tg o : ‘ '

Dans ious les cas, on sera guidé par ce lalt quc la loi (le Caulom]}
doit étre dp]}ll(}a]}[f‘ dans loutes les positions de laiguille ab

Une expérience comprendra done toujoms une xerlﬁcatlon de la 101
de Coulomb, vérification qui se fait de la fagon suivante :

On dispose 1 ammnt sur la ver Llcale qut passe par le centre de gl'dVltf‘

-

v
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Sl de ) algullle @ b et o on mesure la force fl cmnme 1l d été (ht ])lklb haub s
7 On donne a lamrml; des deplacemonts hy 24,3 2 el,(,, 6 t on mesu:e; |

T les Iorces correspomlantes Jas Ja, ole.
.
Par suite o ‘
.o . -' ' ’ ! / - '
‘.Donc .*--f‘ -1
S f 2
| " On dédlllt donc la Sérm

fl —1 ﬁ — )7-—_— -.:: ~
| Ges Ieiauonc; no semnt satlsfaltt_,s quo s1 la loi de Coulomb ési
- - applicable. | |
- . Pour ﬁxex les 1dées, je vais citer les valmus trouvees pom A, dans
| une. e\pél 19}](,0 p['elm]malpe. h == Ocm 5 _ o
. __Valeurs de A1 0,0723; 0,0725; 0, 07,“, 0 0723; 0, 073_3 0.0737 ;
007125 0,07245 0,077 0, 0728 0,07253 0,072 O s

Lerreur relative calculée est et lerreur déduite par les

700 -

Lalormulf\ estdonc appln,ahle SUI UL longuour .

LI

| | 7()0
* 7 dé 6 centimélres qui cor‘rqspond. ala sé_rl__e' precedenl:e.-
.. 1l me reste & montrer comment on peut obtenir :

moindres carrés

. 1 Ladistance d'un pdle & Pextrémité de I'aimant ;
2 La composante horizontale terrestre ; | -
3 La masse magnétique: polau'e we -

. {0 Dlstdnce d'un pole a I exirémité de l aimant.
¢ Onse sert de 1a relation ’ : -

g p— |
__:\/—.—-jl -———I :A

’;I.‘ ‘ o ) | ‘. .y » o » [
" .qui donne r, 7 est mesuréc au sphérometre.

-
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On fnvalue, au Cdt,hetometre la dlstdnce 2 dt', 1e\l;remlte tle l almant |
a l axe a b la (]lSldl]C(‘ 2 du pole au bout de aimait est: -

~ %zﬂ"‘ﬁ'—'—“ g

‘La distance desp(?jfés .

. | };;—:L';'_gm-. L
20 Mesure de H | o | _ .
‘On applique la formule: -
' . ) = : | P‘l\i
o o f=f;;."5'
o On mnitlphe les {lelu termes parlH?- SR .
S LiH.MH |
‘ ./; H"f-— T 9»3 :
A M, H.MH
: H= _
' . : ‘ ?3Af

MHet Ml H se mesurent dmectement par la méthode des osmllatlons._ |

3 Valeur de TR
Onl’ obt;ent_par la formule :
| o wy M-
fi= 3
; 53 f
LIl apphcanon des formules precédenLos ex1ge, dam les mesures, une
grande précision qui s ‘'obtient avec I'appareil suivant : D

. DESCB]PTIO\T DE L APPAREIL.

La paille rlglde et légére G.H qul soutient aiguille « b est placee
dans une. cage fermée par des glaces mobiles .et la partie supérieure est
{ormée par une planche qui glisse déiné ‘une rainure, ce qui facilite le
réglage. Un tube en verre, avec garmtune métalhque de Coulomb, est -
. 'fixé sur cette planche. i |

Sur le treuil de cette garniture s'enr oule le paquet de fils de cocon.s
ui soutient la plaque métalhque dans laquelle ‘est engaoee la tige G H.

Cette méme planche porte deux-ouvertures ; par la premiére on fait
. pé.né.trer 'aimant et par la seconde passe le fil de cocon qui soutient la
...Masse m. : :
La cage est 16gée entro les pieds d’un lourd escabeau dont la tahle
A, By porte le Sphérometre S-qui soutient T aunant et niesure les dep]a— |

. cements A.
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L’ mmant est logé dans un tube en Verre, ce qui permctlle le retourner

facilement pour changement de pole.

Sur la table A; B, est une planche trouée A, B, & laquelle est fixé le
palmer. Le fil de cocon qui soutient la masse 72 eSt pml;ége contre les
courants d’air. par un tube en laiton N qui s"appuie sar la pattm supé-
rieure de la cage. A droite de Pappareil, un viseur repére la position

des traits +.

Ve | . ,
, Pa
i r&—$ RIS
:B ‘ IV_
— i‘,q ’ ] r |
a b L v ' Y
NS= o - T
r b ﬁ'\m .
SN L

(Fe.5) '
]

l{l-m AGE DE I.'APPARELL.

. Les t,ondllzlons a péaliser sont trés simplos :

1o Laxe ab de lalgm[lo doit étre homom;dl et place, 4 pml pres,
. dans le méridien magnétique ; :
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"2 Le fil de cocon qui soutient la masse m d01t étre exactement sur
L'encoche et toucher le fil de cuivre ; ' |

3 Le pole de I'aimant doit se déplacer sur 1a verticale qui passe par
le centre de @b, lorsque 'image des traits + encadre le réticule.

La description de Uappareil fait compnendre que ce réglage noﬂ"w
aucune difficulté. | :

MARCHE D'UNE EXPERIENCE.

On établit la visée des traits. - et on lit la division du palmer, qui-
représente le zéro. On tourne ensuite’le palmer d'une division et 'on
s'assure que la visée n’est pas maintenue. La mesure de 2 se fait donc &
4 :

— de m.mn.

On raméne lo palmer au zéro ¢t, pour rechercher si-le second pole -
n’intervient pas, on renverse 'aimant et''on donne au second pole les
pOS[tlons extrémes qu il doit occuper dans les expémence& I'tmage des
traits v doit rester sur le réticule. 8'il n’en n’est pas ainsi, on fixe au fil
de cocon, une masse 7 plus grande.

On introduit.ensunite Uaimant dans le tube de verre que soutient le
sphérométre et 'on s’assure avec le cal;hetomel;le, en visant un fl de
curvre ¢ fixé au bouchon du tube de ver re, dans l'axe de l'aimant A B,
~ que T'introduction de l'dimant n’a pas dcplace le tube de verre déja
réglé.

1l ne reste plus gu'd donnm', avec le 9phu'0metm, des- déplacements
_ de 0em.5 en 0o= 5 ou de 19m,0 en 1om,0. | .-

Soit par exemple 2703 le zéro du palier; on donne des depla-
cements de Oem 5 en Qom 5 | |

- Zéro : 2703. Lectures : 7&0 1389 1()9‘.:) lGO . Valewrs de d: 1983,

-

1608 1314; 1101, .

Les déplacements « du palmer sont proportionnés aux forces; donc:

fi 1983
fa 1608
| 'fj, _ 1:983 e_tc;.
‘ - fs 1314
Les valeurs de la constante A sont par suile :
o o \
1933 .
i R Ry
1608 o
1 (/1983 ),__, et
‘"'-2—’-( m -'1 ——~ A. cte.

b}

[ . N . . * 8
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]o donnelal les valeurs (1(‘ d OI; Aen Suppr‘imant les ealcuk inter mc—~

- diaires, pour abrége

Les résultats de quatre expér iences faites dans des conditions variées

: 'qulﬁnont Jc pense, pour montrer la valeur dela I’I"IéthOllb

PREMIERE EXPERIENCE.

Barreaw cylindrique en acier chrémeé.

. C [= 200 -~ : : [.= -0‘*"“' 843-
Dimensions de '- - Dimensions de | o0x
AB ab

P = 154874 - Py :..-0,2:37

Déplaccments Pole Nord de cent en cent, z:uo sur la division 200.
Lectures : 241 ; 754 ; 1071 5 1294 ; 1458 1569, Valeurs de d 1739

1246 929 ; 706; 542; 431, Valeurs de A : 0,1218; 0,1185; 0,1185;

0,1201; 0,1196. o
“Moyenne : 0,5985, pour cing centimétres

Calcul de 7

—-@—:A' : .
'}“ - .
5 e .
"= pms . |
= 7,22

a4 == P — P = '1,23
Caleul de H

/MH. M, H o
A |
M; H = 1350
MH=0,39 .
M-H. M, H = 9900
H2 = 0,0637

——r,
J b—

!
160

H = 0,231 Erreur relative maximum

. . Calcul de y,
73 f _
M

73 f — 438
- M =170
g =257
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T . Dapxrin E’{P]:': RIENCE. - = ¢ o0 o
Memc bm’? e eé meme rw]mﬂc | | e
N =dtmge oo

. =10,08 - C s T
. H=0228 Erreur relative —.

. _ . : . U'} == mﬁl ; »
& T’l‘%O_lSIi‘}:\fIE EXPERIENCE.
o M é_ﬁ?_‘lle_b({é"_‘?'ﬂi&_&&Id’(f(--(fi‘é(ﬁ?" c:/w"émé -
L =0,940
n R | Dunensmns deat | d= O 115 |
Moyenne de A pour quatre f‘\pf‘l iences : $,5316
7‘ = Gm,86 o ="5,64 a = 1,21 H 0,232 oy ————' 208
'QUATRIEME EXPERIENCE. ;
Agueille- & tricoter.
t . . . . .
Dimensions b=z, 1 Dimensions’ 6 =084
31116 . ' Nnensions .
| 'l.(,l"'i-‘lleAB 5 =0240 deat =022
e 1 argul -~ _ 3 e - g '
e P = 67,60 : - IP= 0,.,,._”
Doplac,emcnt de Ocm,5 en (0.5, zéro sur la division 2000.. e
. Lectures @ 219 ;739 5 1074 ; 1292 1454. Valeurs de d: 1f81 6 3
926 ; 708 ; 546. Valeurs_dc A2 0,12205 0,1218; 0 1200; 0, 1236 . 3 .
- Moyenne : 0,4864, pour deux centimétres. o L .
=l 324 0,87
Y = 4411 | e o =
: 0;4864 , ) . b ” . 7 .
- M, H=143 MH=0,394  H=0228
_ '.: Résumé.-— Les valeurs trouvées pour H sont - !
RO S 0,231, 0,228, 0,232, 0,228
._ ‘ _
) MOyeﬂne 0,229 avec une erreur relative maximum de 50
szclusaom — Je me. suis plOpO%, dans ce mémoire, de faire -
(;Onna]tr'e une method& applicable avee un appareil que I'on puut,
L
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_'.C-Ol_lsl;t‘u:i.t‘é soi-méme, dans un laboratoire quelconque. Jai fait ces
mesures pdur’d'é'télf'ir?ni.'nc*-i‘ Pintensité des courants en valeur absolue.

A un autre point de vue, je crois que c'est'la seule méthode générale
qui ait 616 proposée pour trouver les positions des poles d’un aimant
long xr-]_‘ilr.calt:{jl.lqtie ot les masses. magnétiques, en valeur absolue, sur ces
pdles.  ° '

L

M. J. WELSCH. = -
Li_sétite-m_ml-Culuncl d’Arfiljerie (A.igueperse) {Puy-de-Ddome).

i

'APPLICATION DE LA CORRESPONDANCE HOMOGRAPHIQUE A LA THEORIE GENERALE * .
DES QUADRIQUES HOMOFOCALES '

513.508 : 517.28

T — 4 ont —

Nous avong fuit Usn dernier, an Congrés de Clermoni-Fervand, une communi-
cation relative & Phomographie et & son application a4 la résolution de certains
problémes.; nous annoncions alors notre intention de publier uliérieurement une

~ diude monteant comment la théorie de 'homographie permet darriver, -direcie-
ment et sans calenl, au mode de correspondance qui porte le nom d’Ivory.

Nous ayvons pens¢ qu’tl convenaii de fire hommage de cette étude & ' Association
[rangaise pour U Avancement des Sciences, “qui - avait bien voulu déji réserver,

Cen 1908, un accueil favorable & Pexposé de In méthode. .

Nous démontrerons done ici lés trois propositions suivantes :

(A) Les lieux des points M ot M” tels que leurs dislances respectives
Caux sommefs homologues de deux tétraédres ABCD, A'B'C’D” soient

égales sont des quadriques (S) et (87). . '

(B) Les licux des points P et P7 tels que leurs distances respectives a

“deux points correspondants quelconques M el M” de ces'surlfaces soienl

édales sont des quadriques (B) et (¥°) circonscriles aux tétraédres ABCD,
A’BC’D” ‘ . '

(C) Los surfaces (S) et (£7) d'une part, (8°) et (£) d'aulre part, sont
en méme temps superposables les unes sur les autres; de plus, cles
sont homofocales. ' '
© I sudfit pour e voir de remarquer

10 Que-les points M et M” se correspondent dans une homographie
ott le plan de I'infini est mvariant ot ou se correspondent les éléments
. homologues de deux tétraddres afyd, «’p’y’8” ayant pour centres de

- gravité les cenlres des sphéres circonscrites aux tétraédres donnés,
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pOm médianes des (11'01tes pel‘pemlmuldm s aux faces do cenx-ci ot de
longueurs proportionnelles aux aires de ces faces, et dont 1'(,61]):'0(1&9— -
ment les laces sont perpendiculaires et d’aires proportionnelles, aux

médianes de ABCD, A’B’C’D” ; |

2° Que les ellipsoides de Steiner circonscrits aux tétraédres ABCD,
afyd ont mémes directions axiales ot que les longueurs d’axes pa‘mllé]es

I r Y4

bO]lt inversement proportionnelles ; de méme pour-A’B’C’DY, &’"+'3”.
En effety, il résulte de la que les sur faces (S) et (S9, lieux des infer-

“sections des sphéres ayant pour centre le gravicentre 'de 'un des
tétraédres ABCD, A’B’C’D” et des quadriques transformées de

sphéres (*) ayant pour centre le gravicentre de autre de ces tétraddres,
sont des quadriques transformées l'une de I autre suivant la. méme
hOmOfrraphle c'est la proposition (A). .- ‘

- D'autre part, & tout télraédre A,B,C Dy inscrit d ans (8) cbr-resl)ond '

" un télraddre ATB{CID] inscrit dans (87); le-lieu des points P et P*

tels que leurs distances respectives anx sommets homologues de ces
deux tétraédres soient égales sont des quadriques (), (2) circonscrites
aux tétraédres ABCD, A’B’C’D’, “et les points P, P’ se correspondent
dans une homographie ol le plan de 'infini est a utohomographique et
ou les sommets '.,ho‘mo'lbgués A,A7; B, B, G, C7; D, DY forment
des couples de points correspondants, ce qui démontre la [‘)I‘Opo-

p)

Les pomls relis respectivement ‘aux - figures [&BLD ],‘

| [ABCD, (8), (¥)] se cor respondent done dans deux holnoomplum :

les olhpsmdes de Steiner, circonscrits i afy3, «’p’v’8" se (Oll(‘\pOIldbnt .
dans la premiére; les ellipsoides de Str-mcr circonscrits ABCD, »
A'B’C’D’ dans la seconde.
Ces deux homographies ont en commun, dans L,haqun figure, outre
le plan de Vinfini, trois plans rectangulaires (qui ne sont pas paralléles

“aux sections principales des ellipsoides de Steiner). Si l'on transporte |

les deux figures 'une sur Pautre de maniére que les plans correspon-
dants coincident, les deux homographies se réduisent & une seule dans

- laquelle les surfaces (S)et (27) d'une part, (87) et (%) de. Tautre, se
correspondent, el dont les droites invariantes ont précisément mémes.

directions.que les axes de ces surfaces. .

Mais il y a plus, la proposition (B) étant 1(‘61])[‘0({‘110 les lieux des
points tels que leurs distances a deux points correspondants qunlconques
dans I'homographie unique & laquelle nous avons été condull; et

s con_mruns I'un aux surlaqes (S) et (£), lautre & (8%) et (L), elant a4 la

(%) Les sphéres it associer sont les lieux des points dont les somwmes des carr éa de~d1;tanc- aux sommets
des tétraédres auxquels ils sont lléa sonl égales.



s& (,onlondcnt de méme les sualac,es( )et (S)

Lnﬁn, o vmt tles facilement, en plagant les points} mobilesj(M, P) :
'(M B mspectwement aux extrémités de chaque* groupe & axes,
" ":par'allélns (l("% quadriques, que ces quadriques sont concentrigues, et on.

_les -placant’ respectm,menl; aux extrémités d’ axes per| )EIIdlCLﬂ’lllb%,_.

- qu ‘elles stml; ho:nolecdlm |

Nouq ne wens st ¢'est une illusion, mais 1111011\ wmble e nos .

L GOHS[dLI‘&thI‘Ib sur [hmnograplue jettent un jour nouveau’ xm la thoox 12
| st 1‘0111a1quabh, des quaduques homofocales.

-

.M. Lucien LIBERT

Tauréat de la Société Asur-oumn'ique'de France (Paris).

UN cnmmeus DE (371 ETOILES FILANTES OBSERVEE’S DU 7 JANVIER 1897
AU 19 SEPTEMBRE (908, )

. " . ’ -~
o .

52.3 — B2 — 389.1,
~— 4 aoill —

. a - " te B 1 ’
B - . N
: .

- Comumne suite & mon catalogue de bolides présenté au Congrés de

-, _’Clermont Ferrand, on trouvera ci-joint mon catalogue d'étoilés filantes.
ohservées pcndant douze années. Je les donne ici au nombre de 536, les
- aulres feront I'objet d’un second mémoire. |

- Je n’ai porté sur ce catalogue que les trajectoires absolument certaines
et exactement repérées. Fréquemment, au cours de mes observations, il

- m’est arrivé, notamment au moment dés grandos pluies, d’apercevoir

smmll;anemont plusmurs étoiles filantes, et de n’enregistrer que celles
dont j javais suffisamment identifié le p‘ucours. Je me suis plus-attaché

‘& la précision qu’au nombre de tiajectoires et ¢'est dans cet esprit que

j'ai noté autant que possible les caractéres de couleur, de -vitesse et la

\ 51-311(16111 des météores.

© Dans les dernires années, pour augmenter encore cetle précision et

malgré l'entrainement d’une assez longue pratique, j'ai résolu; pour

éviter toute erreur due 4 la fatigue ocu].nre, de ne jamais O})bGI‘VCI‘

S pendmt plus de deux heures consecutwos

On runarquem que la plupait des météoros ont 6t observés de 1897
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& 1901 A pal lir de cetle année des lochmche:a d'un autre- ouhe, des

VOYAges trés fréquents, un mauvais temps presque constant dans lg
-village d¢” Normandie que j 11.;1h1t0 el un état de santé longtemps trés”
precauc, out restreint considérablement le L,hamp de mes travaux. .

Daus les années & venir, jespére contribuer plus encore que je ne

- 1 ai fait jusqua présent & 'étude des étoiles filantes.

* L'heure a été donnée avec lo plus de précision possuble en lemps
moven de Paris, et nous nous sommes scrvis pour la déterminer de
chronométres qui nous ont donné toujours la plus grande satisfaction.
Elle est comptée de minuit & minuit. |

Nous résumons dans le tableau ci-dessous les lieux d’observation des

météores. - : i L
Nos .| LOCALITES LONGITUDE LATITUDE
D'OBRDRE .

s | 1

1 al2
122 a°332
459 4 553
704 3 891
930 & 1045

118,9 a 1243

Le Havix ' 2014” QO de Paris.® 49°30" N

122

332 a 454
678 a 704
891 a 930

12432 1371

bo4 a 677

“§ 1045 & 1129

Saint-Jean de Ia Neuville.
~ par Bolbec (Seine-Inférieure)

au chéteau du C o]ombler

: ) |
Observatoire du Puy-de-Doéme. |

Observatoire de-Juvisy.

19547 O de Panis.

.0“3'7' E dé Paris.
Qe

E de Paris.

B o Y B
TR N R .'. ) s .y : ’
AR a . . -
- ’ N . )
) - - .
L3

42946” N.

49039” N,

48041 N.

" Lintérét de la publication de semblables catﬂlOguos ne szu.u(ut
échapper & I'Association [rangaise ([lll a financiérement encoura@é mes

. recherches dans cet ordre

Les catalogues ne sont pas encore bien nombreux, et c’est en réunis-

sant un grand nombre d’entre eux que 'on pourra arriver 4 une connais--
sance précise des radiants et de-leur relation avec les. orbites como-
‘taires. Mon travail n’a d’autre but que de permettre, par sa jonction

avec des travaux analogues, la recherche de nouveaux radiants et de la

périodicité de certaines apparitions.

; B et :T -y iy
v, ; £ Y ! oo o ’.; ) ﬁ Ef _?\ !?;2‘_5 #
- o - Iy _.-

\\ -



=

11.

12
RE:]
| 14
i 15
| 16
| 17
i 18
Il 19

1 21

22
23

.24
| 25
| 26

1l 28

21,09 | 114

18,57

21,51

21,56
22 27
22,34

| 28,44

23,59

22,8

22,80,80

2240

22,46

23,14

23,15
23,20

23,39

23 47
23,50
28,52
23,54
23,55

108 |22
51 |4-231))
T
279 I+38‘1/2
310|416
245 [4-461);
| 338 [+410
21 45910
356 |+591)
330
230 {459
50 |-450
30 |+4!
44 [438
52 |443
29 ' 442
48 |4-48
73 1+42
25 [+4-63
54 |31
26 |18
332 [+ 8
43 |4-20
56 |+39
8 |-4+50
47 |47
12 |433
18 |33

~l+28112| 08

129
P

258

258

238
s

1

21

489 | 225

ANNEE 1897.
7 Janvier 1897,

l—l— 1 ﬁ'i}g-l 40 gr.

26 Janvier 1897.

4211/, Be gr.
+23 | Alcyone

2 Juin 1897.

|+37 30 gr.5
23 Juillet 1897,
+37 4e gr.
+ 27 2¢ gr.
+141f3| 4o gr.
{+404p 40 gr.
+59115|  Be gr.

3 Aont 1897.

3¢ gr.

!+'-75

4 Aont 1897.

+50 6¢ gr.
7 Aout 1897.
-+40 4¢ or.
436 a% gr.
+33 3% or,
+35 58 gr.
428 - 1Fe gor.
441 ot gr.
4385 | 1regr.
+68 5¢ gr.
+23 9¢ or.
+ 0 2¢ gr.
—10 1re gr.
4+ 8 ot or.
1+30 4e oy,
77 Vega
—+39 2¢ gr.
+ 3 5¢ gr.
—+29 68 or.

t jaune ] rapide

blanche
blanche

L

blanche

rapide
trés lente

I rapide

blanche rapide
blanche rapide
bhlanche —
hleudtre lente

B ) i T N A N
120 MATHEMATIQUES, ASTRONOMIE, GEODESIE ET MECANIQUE
Z, FOINT POINT REMARQUES il :
== - D'APPARITION DE DISPARITION | : ’ 1
| Rl HEURE | | e rr— | oo SRV s |
| 2.2 S B ' :
27 A D A D Eclut | Coloration {  Vitesse Particularités -l
. N ) . b :k.r‘
e ~|- . ! i
h. m. s. | degré | degré | degré | degré

lgere trainée |
s

. o,

-

— It

[N,

iratnée lumineuse

du-mu\t 3 secondes||

Hrainde lumineuse]] .
— NN

M
e
r

forte trainée

durant H secondés”
_— TE.';'

Lpis;
i

e T

: - Dt
i A et TG

- .J.I
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N R R e T T
T N B’APPAR['IIQ\ E DEI'IS'PABI{'IO\ e SRR SR

Ty

| & | D | teat | Coloratin |* Vitesse |  Particularitss - f. -

o

b m, ‘8. | degré _"\_dég_ré d'egté_ 1 d:e.g:r'é 1 S L R R ' 'F'_-f:
10 Aodt 4897 - - . x -l
9.1 3,200 43 |48 ] 16 |11 e [ o— o — v =0 ke
0 | 20,31 1 218 _-[-14‘ 1191 -]+ 4 |  Vénus | blanche | lente trainee tres im,enae
31- | 20,38 . be2ilgae o] 221 =150 | 1re grt” - ‘blanche | — 7 he]le trainde;
2{21,8 | 7 {456 |.30 |+54 | leegr. | blanche | — ferte tramee
‘ 21,28~ | 29 [442 [ 407|428 | 2egr. — = = R
34 121,20 | 9.f425 | 14 (=3 | 2 gr — = b =
35-121782 | 6 |454 | 9 |447 | pegr — - el
cge 21 st |9 [4e5 |14 |— 3 |4egn — = L=
tar 121,35 | 16 {4834 | 28 |4+20 | -5e g — = =
kegglo1.36. | 83 |4av |18 487 | egr. | T = . — b= e
p.l21,40 |15 [455 | 9 [4+88 | iregr. | blanche | - — |  belle trainée |}
4071 21,45, 16 |+20 .} 23 |+11 20 gr. — = ] =
1| 21,50 814" |—17 [ 817 |—29 | 1eegr. | blanche |  — | belle rainée |-
421215730 | 35 |F27 | 25 |+28 ]| 20gr - 1 - =
43 (22,1 293 |47 [ 283 [+ 0 | 2sgr. | — Y — R
447022 8 | 2719 |88t} 205 [+ 83| 20 gr. - = = s b
a5 122, 9 - | 845 [F148f5] 847 £ 0| 20gr. | o — . f — S e “ !
£ | 22,14 | 20 [43415] 12 —104p| Véga | Dlanche | assez lenter] — trainée ° |
22,17 ¢ | 347 |27t 339 |—164pf . 8o gr. | jeume’ | — F T -
192 21 15 |+35 | 25 |[4+15 | "Véga .| blewe | lente | . belle trainée  “[f >
| 7. _22_26 | 15 1435 | 22 |+ 8'1f2._ 4Gg| R Lo | o ~ ‘*
2281 ] 10 (456 ) 330 haTl 60 gr. = e
) . 62 ;.{‘;39.1[!2 62 . . -_,‘_311{2’ 1re gr: - . lente . Ztmin-ée: ;qm‘icaé_u‘s{g, “
‘ - . '_.-13. +GO 10 ':—-[—_—!}Q ‘- 4o g"l‘. i | __ S ;_.‘ _ i g
L 29 —}-411/» g 45 - +401/2 | 4¢ gr. —_ ' _ 5 RN : :
292 |- F'Jh;:' 29413/ —21%/5f * Vénus | blanche | trés lentre dugﬁiﬁ% lsf:aggﬁge\_
1 810 |46 .1845 [411 | 3egr. -} — = R | O
©200 (4274|262 (121} Begr | — 7} — | . — o
855 {4-564s| 10 [4+56 | segr. | 90— f = | = b=
1939 |420ipf 824 ol gegre | o—0 | — P 0 — ke
76 |46 | 99 |+25 e gr. | blanche [ i.'z_ipide | 1 belle trainée -
15 [a4dpl 2050 (488, | 50 gr. — .= L. = T
| ..__55 Css |63 - {4171 lf‘e_lgr. | blanche [. -rapide | belle iga-ifuée 4
|80 48415 27 4-181)5) S Panue. | jaune | lente’ { trés gr. trainée jf-..
| 45 |+26is) 471ai+ 0 | 5 gr — SRR PRI Bl
0 4281l 364 {4 0 | degr | — 4 — L —=to g
43 |+ 8th| 44 |—13 2 gr. — . = | trainde” "
20 |4-BTih| - 201/51+-541)] 2¢gr. | jaune | rapide - belle trainde i
20 |4pousl 55 lpdrtp| Segr. | — b — . RN | (O
44 |438ipl 56 481 Bege | — 4 =} — 0
20 443 | 12 (4388 .| Jupiter | jaune |assez rapide] 44 grztemc%%&éq e
46 |42 | 47 |4+ 0. | 4°gr —_— b ==
15 1385 | 200 f44lipl 6Tgr. p — o — 0 = T
26 63 | _720. RETE 1 5o g, R — 'y_. o JPUCARIN P

<




122 ° MATHEMATIQUES, ASTRUNOMIE, GEODESIE ET. MECANIQUE
15, | roINT POINT REMARQUES 1
S © D'APPARITION | DE DISPARITION o
:11 gg HEURE T — T w I ., e et —_—
o | ;'2@ ' AR D R D ‘Eeclat Coloration | . Vitesse Particularités
h. m. s degré | degrd | degrd { degré
of T4 | 28,47 45 143816 51 |+35 5¢ gr. — — — :
|l.75 | 23,55 955 1183 | 165 |1-63 2¢ gr. — — faible trainde ||
476 | 28,57 1 f4141p] 120 {—11 5¢ gr. — — — R
_ 77 | 23,59 55 |4-24 79 |+ 6 50 gr. — — — .
e 11 Aoat 1897, . o
78] 0,2 55 |4+23%] 50 |+ 3 | 50 g — — —
‘79| 0,3 35 |+481s] 30 [4-411fs] 4° gr. — — — N
80| 0,4 310 |4+62 [ 270 |+51tp] Iegr. | jaune | trds lente | 4 ool trabnee -
s1{ 0,4 170 [472 | 205 |+350 26 g, — — - . L
182 08’ 15 |485 | 40 |4261p) 4o gr. — —
I 83| 0,183 55 |437t| 80 |28ti] 20 gr. — - g
- | 84| 0,16 .} 310 {+6219) 270 [4-514/s] Sirius | blanche | assezlente | belle trainge [f
{85 o0,16,15 | 29 |[4411a} 80 |4+23 | 4°gr. | blanche — —
| B6} 0,18 240 {4-861/5] 191/2|4-701/3] 1re gr. blanche lente trainéelumineus;-e
"l 871 0,21 245 |20 | 288 |4 21/3] 20 gr. — — — |
|l 88| 0,23 60 |39ty 56 [-4-391) e gr. — — —
891 0,25 I J4-151/a} . 3256 |-+ 9 Vénus blanche '} - lente tres belletrainde || -
90 { 0,29 20 [4591p) 325 {444 3 gr. —_ — S
91| 0,34 88 {437 80 {4-281/5] 6e gr. — —_— —_
.92 |- 0,36 150 {4281 75 |— 9 4 gr. —_ — L —
98] 0,40 88 |+37 92 |4-221/3) 4o gr. — — —
| 94| 0,4t 40 14-261/] 26 [—11 4¢ gr. — — —
95| 0,42 55 [4+231s) 37 |+ 21| 4e gr. — — —
| I] 96 | 0,44 87 |+57 | 87 |4 7p| e _ — _
Il 9v] 0,47 40 [4-261f3] 33 |— 3Ya| 2¢gr. —_ — ’ —
i 98| o.,50 15 |+35 0 {+ 0 Vénus | blanche rapide | irés belletrainde
I 991 0,52 75 |4-30 85 |18 4¢ gr.. — —_ S |
~ Jl100] 0,52 73 |44t 74 |416 | 4egr. — — —
fi101} 0,54 20 |4-59%f] 35 [+ 31| Begr. — —_ =
| 102 0,56 7? +4316) 74 +16 6¢ gr. — - mem;ugajl%%tml-e
H1031 1 85" |446 88 |37 3¢ gr. — — —
14| 1,5 133 [+35 | 113 [+20 50 gr. — — —
Jros| 1.9 . 100 | 4-511f5) 111 |-4+32 Véga | Dbleue rapide —_—
foe| 1,12 355 {28t} 270 |45l Véga blanche rapide | belle trainée
1071 1,18 28 |4 2. | 26Yp—I11 20 gr. — - —
f108) 1,13 30 |4+ 2] 89 |—141fs] 2egr. — — _—
09| 1,15 85 |89 | 270 [L O 17 gr. | blanche | tres rapide trainde
110} 1,17 0 [+25 10 [4-33 4¢ o, —_ — —
[ x1t} 1,19 40 |4-261] 55 |420 2e oy, — — —_
Hiz] 1,20 . 87 |4-45 80 |+ 0 | 5°gr. — — —
“Hust 1,22 67 |4-16 70 [+ 4 40 g, — — _—
r 114 1,26 87 |47 881/} 4-10 2e gr. jaune rapide faible trainée
Q151 1,26,30 79 |28if] 65 [4-16 50 gr. — rapide —
Cfj1e | 1,27 87 |4-54 88 |4-37 4e gr. jaune rapide — |
o7 1,29 72 |41 100 [+ O 4® gr. jaune | tr. tr.lente {lenteur remarquablelf
- ff1s | 1,30 87 |+45 | "26 [—I11 5° gr. — trds rapide . — -J




Ll e,

1 o’apranirion

=] s

i 5, _"; :.."i"_.-
bora

ey -

Lo 0T
NLy

JepE bispatuTion |

‘

-

P TERCE
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- Nitesse - |
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245
241 |
246
239
220
285

{4 31ff
U |

K] .
1 gr.

1re ar.

L

S~

1
—30"

. . 2:-3 gr '

49

S ]re gr’

- | 30 Aout 1897,

40 or,

- 5® gr,

DS
5% gr.

—_ 9 4

© jauné

jaune
jaune
jaune. -

-~
"

2 Septembre 1897.

l‘ + 2

—27)y

1418

9 Septembre 1897. -

+ 91

|—191)>

[+20

220

» ,_-.;'_3'011e /2

‘14 Séptembre 1897.

48 or,
[ 53 gr.

29 or. 5
- 3% er.
- r33ﬂ gr.
g 48 gl
30 gr,

gegr. 5

e

3| 267
| | 14tf
+311))
[+2312]

| 2511f5

20
431/3

5

88
874

60

N T,

4712

+27af

-}
4 ar.

2 &r. 5 |

1

blanche 1-

I

 23 Septembre 1897,

+ 391/

24 Septembre 1897.

a5

B¢ gr.

eatly

- ’ 6 gr.

i

42 gr.
e g'r.\

e gr.

L gr.

/25 Septembre 1897.

26 Septembre 1897. °

13
+40
+37

Ailta'ir
4® crr.
" R° gr.,

56
8% gr,

1y

| trés réllp-iid_e." .'
' trds rapide |

1 trés lente |

trés rapide
rapide *
assez” rapidé]

Xl

S,

L

Jente

L ]

- L
. - i

. e
~ A ~
B .

p—

i !
4

4 o
! ~

w -
g ——
e
.
—

—

~ | S e

rapide |

| trés rapide
S ‘,-

N 0 .0 . .v-
| . . v

. 1égere Lrdinge:

R R
L

I.'_:' )

o

- .
L f
s -
-

. .
.
- -

el

bellt, :t'raT_néjef7 B
R N |
Aaible trainée
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A

STRONOMIE,

o,

"GEODESIE 'ET . M1

| D'APRARITION

| oz pispanrmioN |

T T —

Telat

D

| Coloralien

{ vz | - poiNT REMARQUES =~ .-

Vitesse

1. Partieulirités

i |
148 |
}L49‘.”
150 1

151 | &

. »
BT Ay S AU

| 160
;lﬁ] .
162 |

163

169

I 170 |
171 |
172 |
178 |
174}
175 |

164 |
1_15-5-’ !

s
167 |
168 |

1 21,46,15 |
| 21,54,87 |

'20,81,30
 20,48,10

| 18,50,50
14,25,45

2,12.25
2,18,28 -
2,28,10-

'233513Q

2_,4_3 1‘4-5_ ]
2,55,30
3, 8,45 |

3,18,55
3,17,10

2,24 .40

3731148

'3,40,40 |

3,51, 0

3,568,15

4,35 20

4,41,.5

| 120

2-8'.1 fa
281 /2

791/>
59
119'1.12
120,
96
01
94
21
B9

201z
70
17
N1
72
94

|+

460
+33

42
48

degré

34
30
83

| 109
254/

59

38

53
56

A 9

44

28]

(53

1+ 5

|—24

*415”2
+ 31)
-+ 4
-— 9
5.'1/2.
—24
41
+17
—14

JERETA

-+ 2

51
191fy

58
116
119
104
309

104/

117

72
47
63
67
89

| 18

|12

6013~

| aegré |

6 Octobre 1897

—21
—16
—18
—29
—11
— 2

1ot g,

- 20 gr.
20 pr.
6e gr.
6o gr.

. Sirius

14 Octnbre 1897
+56

16 .0ctobre 1897

a 1]
Ge gr.

+ 2 20 gr. 5

. 27 Octobre 1897

S 6 g

Ge gr.

[+71
4311/

28 Octobre 1897

2e gr,
8¢ gr.

+24 |
+10

29 Octobre 1897

+26
138

ter gr,

-',le
1§ gl‘.

30 Octobre 1897

+ 101/,
6e gr,
—46 6® g'r.' ’
—40

—30

— 9y
-—15 !

—161/3

20 gr.
3.0 gr'
3¢ gr. .

Jupiter
e gr.
Jupiter
Sirius
Vénus
Jupiter
6e gr.

6.1! gr'

—46

Capella |

6¢ or. . |

“Arcturus

_lﬂﬂ_ nche

blanche -

hlanche
blanche
blanche
blanche

jaune .

jaune

1

jaune

[ hlanche

jaune
blanche

blanche

hlanche
blanche

jaune
blanche
blanche

.

blanche

jaune

jaune

jaune
bleudtre
blanche

| blanche
jannitre
b‘lﬂ'nghe 8

ra p-ide
_rapide
 tros i'n‘pide
| trés rapide |
assez rapide
"I-'i‘l-P_iﬂ'Eﬁ ;

tres lente

~

ires lents

trés rnpide.

rapide
Ja p?de-

»

assez rapide
lente

trés rapide
lente
lente
assez rupi&é
rapide
| trés
trés
frés
tres

rapide
rapide
rapide -
rapide

| trés rapide

‘trés rapide
rapide |
ir, tr. rapide

lente
lente

— 4

T —

luminense

{r. tr. m'pid_e' __

L LY

—

trainée

—

belle t!r_r}in:ée ;

' belle trainée

belle tratnie
Arainde -

PRSPy

it

_ belle 'tra.lﬁq':u- |

* belle trainés  |f
|- Yégbre trainée |
| belle trainde - ff
tres belle trainée lf

trés belle trainde{f

trés belle trainde {f

Lrés grosse traindelf
| trés rapide |

e s

|trainée lumineuse}

trainée lumineusaff -

"

B L
oo T o

- [trajectoire sinuensy
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%3 POINT 1. POINT _ « REMARQUES . - 3
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] = f]{ D 1 R D Eclut | Coloration i rxjtesee _ _gl.__tlcq. F!ntﬂas,;_
oo b omos | degré | degré | d:ega-a} | degré ;
Jri6 | 45855 n4 [—10 | a4 |—30 5¢ gr. | blanche |- lente [+ . — .o
g 177 52,14,13 | 76 |<-151)y] “511/a)—10 .be gr. blanche {tr. tr. rapidfe: =
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- MATHEMATIQUES, ASTRONOMIE. GEODESIE ET MECANIQUE

=

i < POINT POINT - f REMARQUES
AE e D’APPARITION DE DISPARITION
o A R {1 D R I D Eclat | Coloration | Vitesse | Particularités
‘ h. m. s.{ degré | degré | degré | degré
N212 | 3,54 139 |-+57 | 176 |4 22} 40 gr. jaune lente — |
i ‘_2'1"3 3,54,25 | 144 |+24 1501/3(4-104/2] "Capella | 'blanche [ir. tr.rapide | . belle irainée
T feraf 4, 2 154 |42 | 175 |+1515) 40 gr. — rapide —
215 | 4, 5,40 | 152 [|+424 . | 67 |416 4¢ ar.5 | blanche | trés rapide —_
| 216 | 4, 8,20 [ 143 [+17 {147 |10 5¢ gr.- — rapide —
o217 412,40 | 158 421 | 155|413 5¢ gr. | blanche lente —
2181 4,14.45 | 128 [4-20 | 125 {419 5¢ gr. blanche rapide —
219 4,17,55 | 149 -I-Il"?‘l/rg 148 |[-F13 e gr. blanche lente —
f 220 | 4.21,15 | 150 [4121) 131 [— TYs] 5e gr. blanche rapide — g
221} 4,26 1514)s|+75 149. |— 9 4® gr. blanche rapide —
1222 | 4,80, 5] 62 |4 8] 63 |+101] 1regr. | rounge lente — i
228 | 4,83,10 | 131 |471p) 106" |21 4¢ g, blanche ‘rapide — ,’
12241 4,39,30 { 147154 81, 140 [— 8 Capella jaune | trds rapide | belle traloée -
1225 | 4,47,10 | 152 |+24 | 183 [—19 | d4egr. | blanche | rapide —
(226 | 4,48, 5| 143 |414 | 144 -{5-10 3¢ gr. blanche jtr. tr. rapide| — - 0
[ 227 | 4,51,20 191 |- 4 | 199 [—10lj5} degr. blanche lente — I
228 | 4,654,830 | 126 |421 140 |— 8 Capella | blanche lente trainée :
1229 5, 0,45 | 170 }4-45 1924/, -+39 2e gr, blanche | trés vapide | —_ ’
2301 5,9, 0} 175 [+151) 201 {+ 0 | Régulus [ blanche | trés rapide trafnée
231 | 5,20,45 | 128 423 132 |4-R21,F 3e gr. | blanche lente | —_ {
li2s2} 5,28,35 | 133 |4-331fs| 129 429 3egr. | jaune rapide — 1.
12331 5,28,56% { 167 |4-21 212 ]— 51/a) Arcturus | blanche | trds rapide | Dbelle trainée i
| 234 | 5.83,50 § 160 |+141),] 183 |+ 0 | 3¢ gr. | blanche | rapide — |
l1235| 5,88,42 | 192 |4 4 | 212 |+420 |- -2¢gr. |. jaune " rapide — ]
|236 | 5,54,40 } 128 |4-22 127 i1+ 6 2¢ gr. blanche rapide — ik
12371 6, 2,15 § 112 |4 5ifs] 931/a]4 8 Sau%%r;igr blanche | trés rapide tr. grosse trainée
{ : : - ' ! '
I 27 Novembre 1897. - |
238 | 20,54,17 10 |430 | 359 - {419 2¢ gr. jaune | tres rapide —
1239 | 21,10,14 20 435, 29 |+31 3¢ gr jaune | trés rapide —
240 21 ,23,51 11 |438 340 |47 .20 g, jaune trés rapide —
. 2 Décembre 1897, ' 1
241 | 20,55,30 } 136 |-}37 155 |+4-3B 3¢ gr.’ blanche rapide — ’
17 Décembre 1897. .
242 [ 19, 3,15 | 65 |4 0 65 |—20 5¢ gr. jaune {assez rapide —_— ¥
i 243 | 20,59,65 | 165 |+-62 "} 185 |[F-54!fs| 6° gr. blanche |tr. tr. rapide -— i*
244 | 21, 5,10 | 130 [+49 | 145 |42 6° gr. | blanche lente — !
[ oas | 21 12, 0| 210 |458 | 215 [+4-49 20 or, blanche { trés rapide | 1égére trainée _-r
Jl 246 | 21,14 85 95 |-+23 88 |4-37 48 gr. blanche lente — i 3
| 247 | 21,20,10 | 140 {456 | 165 |442 g¢ gr. | blanche | trds rapide — I
248 | 21,21,15°] 110 -[4-20 128 |4 81| 6° gr. blanche lente —_— '
| 249 { 21,29 25 | 88 |[437 | 100 |+38113] 5°gr. | blanche | rapide —
Jt2s0 | 21,4230 | 71 [-+20- | 68 |4+ 5 | 2¢gr. | blanche | tréslente —_
| - 22_Décembre 1897.
| 251 | 2051 63 |+42 56 |+85 | 2¢gr jaune | trés rapide —
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R I D Eelat

| Colorution { - Vitesse | |

|-

o | o |-
=y R B ' S . 25 Février 1898.
' 280 -"_1;‘9-','54,_;3 R 433 | 175 1+48 20 gr. | jaune lente,
fresr oo, T plad (452 1165|450 | 6egr. | verddtre | lente

H

' . 26 Février 1898.

220,983,565 | 146 |+17 | 145 |410 | 2egr. | blanche | lente | —
.21.53,10 | 177 .[4-18 ' | 199 [-+80. | -2¢ gr. | verddtre | iris rapide| ~ —
21‘,57,30-. 1 120+ 6 116 |+ 0 | Sirius blanche lassez rapide trainde
.21.11,25.| 165465 | 195 |464ifs{ Castor | blanche rapide belle trainée
286 {21,13,45 [ 157 |410 | 182 |+ 0 | segr. | jaune | asseslonte | —
7 | 21,-1‘9‘,35 | 133 +17 138 |4+15 | 5 gr. E'I_x"erdﬁtre assez rapide —_

A 4

| I - 20 Mars 1898, : . %

‘ . , | ) o

CooWres8 | 20,386,556 | 135 1+16 | 150 |48 5¢

2890 | 20,38,30 1 t66 [+80 | 165 [419 | 6°
+

T jaune | assez lente ' g o
r. | rouge | assoz lente G —

ag a5 0%

290 | 20,46,17 | 180|419 | 165 |- e | il
291 1 20,55,35 | 158 |11 | 142} + 0 4¢ gr. | jaums |asscr \rapi-de' — .L
292 | 21, 2,13 1 18 |— & | 165 |—10 | 3¢ gr. jaune: | assez lemte | L — |
1 293.| 21, 6,50 | 135 |60 | 196 |66 Capella | blanche |ir.ir. vapidej belle trainée
204 | 21, 8,25 | 182 {433 | 167 |[432 | 6°gr. rouge | trés lente | — ks
1205 [ 21.110,15 | 165 [+ 5 |180 |7 | 20g@e jaune | lente | lgdre trainde ¥y
296—3 21,16,46 | 192 [+ 4 212|420 H* gr. rouge | assez lete | L= ‘
207 [ 21,1958 | 1256 [+ 3 152 {4 7 | 2 gr. | jaune [ lente | légére trafuwée |

298 {21 22, O | 180 |+ O 178 |4+ 7 | Begr. 'jal'i'ilc;E assez rapudel- T |

r. | “jaune [ lente trainde
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| 299 { 20,3040 | 150 '—1—13" 165 +21 - ;5 5o gr. | verdatre | tres rapide | ——
o q|t300 | 20,32,55 | 179 " |+-28 198 {410 6e gr. | vorditre trés rapide | | ._ N
s -4l301 | 20,36, 1} 152 |49 197 |47 | G® gr. “rouge  {tr. br. rapide R Y

x
e ol

302 | 20,40,25 | 142 [4-28 | 134. (418 | - 6° gr. | yerddtre | irés rapide | — S
303 20,49.35 | 16D ‘j-+14 1183 [4-13 4e gr. | rouge’ |assez rapide -
304 | *’2—0_,50;20" 149 (445 161 |4+30 6 ar. 'l_'Ol'lg-.E: " lente | —_ | Re
30"1 20,56, 1| 121 441 1 154 |+28 | segr. | jaune assez lente —
s06 | 21,12,18 | 122 1415 {150 [413 | 50 gr. | verddtre | assez lente | L=
307 | 21,28,11 75 430 | 94 418 ge gr. | mﬁge 1 lente | —_—

08 [ 21,33,10 |.125 |4-28 | 102 [+15 | 60 g | joune | (rés rapide | -

+
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310 [ 20,19,10 | 88 |+445 | 807 (425 | 4°gr. | blanche } trés rapide | -~ — "
if{ 311 | 20,28,30 ] 148 |4-85 | 140 |425 | 6°gr. ronge | assez lente —_
"W 312 {20,81,80 ) 1530 [4+87 | 147427 | 5egr. | bleudtre tente . —
1313 | 20, 34,35 | 147 {430 | 128 (441 - 4° gr. | verdire lassez rapide) trainée
314 | 20,4125 | 133 {422 |14 |46 ] 6o gr. | rouge assez lente | o=
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o rowNT o oD CREMARQUEST Ok
DAPPARITION | DE DISPARITION : ; L B
m,\__,———— T —— i — . - . _ i N :.. i _ _.;: {M
. ARt D1 AN D | iulat Colaration | ~Vitesse [ Particutaritds '{R°7%
| ‘ . - . . i “ L E
degre | degré | degré } degre :

9 Aoit 1908, . R .

v

';:34.7 '5‘_21‘."@-,‘42 | 20 [|4-6G8 40 _-}.—4-’?:1;721. 2¢ or. | blanche § rapide | trainée
W848 [ 22, 1, 2 32 464 | 50 (|4-62 | 3°gr. ’ jaune tres rapide | C e ;
’}49 22, 3,24 42 [450 | 5O -{-43. - O° gr. verdatre |- tP::]}l::;llll;:Lllt 1 1';Tlui;e ﬂ
1B . | B . : : - . Ths xtréinemne rajecioir
|i800 | 22, 5,18 | #a0 1460 200 |-+40. | He gr. verdaire | © eapide o etl,f]'\':il’ig_ne i
flasy p22, 012 ] 4 [4-58 300 {450 | Jupiter | blanche rapide belle trainée g

o Misn2 | 22,17,18 60 |35 ). 167 147 n | Véga blanche | trds rapide | belle trainde !
o fesng | 22,290,101 |39 - |44y} 310 1410 2¢ gr. | blanche lente | belle trainée
e L354 29 47,47 | 3394/2j-+50 281 [4-314/a] 3¢ gr. blanche | tres 1';|!ji\de —
T fisss 22,490,005 | B2t |47 | 3524|449 | 47ge. B | verdatr rapide | —
o {;35,_(5: 29 A1 2401 28 4+ 4 32 |431 A_Ila:i.r' hleuﬁtrc | assez lente ",;g,.?‘_i]_lﬁ ti-'_élingie
- Bovi22nn, 0 B0 |435 | 12 <420 | B gr. 5 | verddtre |tr.tr. vapide) . —
358 [ 23, 0,68 { 43 [4D52la] 32 1446 4¢ grr, jaune | assez lente | 0 -~
} B 23, 7,16 | 20 [438!fa] 10 |4-H0 ) &e gr. jaune | irés rapide | .
{360 |22 12, 11 280 |20 | 286 |4 4 20 gr. blanche rapide | -
R |11 23,,:‘%2,26 20 {440 1 [428Ya|  Be gv. | rougedire |ir. tr. rapidefi pelite -t.rainée
- 362 2332'8‘ 30 [+54)s 0 |-4-524/] Vénus blanche | trés rapide " grosse trainée
'I.- "'J"iré‘l%a 23,33,45 | 329 {4-20 [.339 A4lfa]  Geogr. verrc’!ﬁtm | trés rapide - : S
© Wbse4 e 37,26 | 320 [428 ] 300 410 | Jupiter | jaune | trés rapide | belle trainde
Waenbas g0, 2] a0 {400 |. 24 [4+31 | Véga | blanche | trés rapide trainée
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(366 | 2 87,10 | 320 (450 40 468 | 4¢ gr. vorditre trds rapide | —
1367 2’53'.'}1 0 | 105 1445 130 |4-30 }. 2¢ gr. blanche [tr. tr. rapide| —
I:368 1 3, 4,40 ] 310 }440 ] 350 |+ 6 4 gr. | verddtre | trés rapide |- —

r . . . .
1369 | 21,26 42 a 1450 | 0 1440 Ire crr, blanche rapide. ~~ trainde
¥ ’ . i

Y, 2'3’7.0 21,386,249 ¢ 45 404 180 475 AY é}ms ~ jaune | assez lente | belle trainée ;
i3 |2t,42,15 | 42 |50 40 |46} 6egr. | verditre lente -— _\
. i 21,45, B 44 |4-43 | 43 |-+80 | 4e gr. | jaunitre, | trés rapide — | 'i

VRt
<1 <2 =
C VI

21,48, O 0 |+28 | 350 410 | Jupiter | blanche rapide -} Dbelle trainée
21,41 40 | 40, [+52 | a0 -1—;30' Begr. | verdiire | tris rapide | —
21,54, 40 47 |44t | 58 j416 | 2egr. | blanche rapide | trainde
21,59,22 | 34 |A4-3Y 27 |4-32 4¢ ar. blanche' | trés rapide. —_
22, 0,80 | 28 (446 7 +~}'. | 3 gr. | jaune trés rapide | —
8122, 5,32 [ .280 )+ O | 286Ya|—15 | ¢ ur. jaune | rapide —
22 1027 | 44 [+48 45, |41 | 6 gr. | verddire lente . -
22,156,835 . 62V -+44 57 a{-+30" 2e or, Manche | rapide - {rainde
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22 17:48 | 310 14-200 1 313 +lﬂ . 38 Er | jaune | wos rapide L=

| 25,24,12 G0 445 90 |4-47 1 20 gr. blanche rapide | trainée
22,97,19 | 45 [+5B2Yy] 89 [47L Véga hleue trés rapide belle trainée
22,8225 | 40 {460 [ 32 478 Jupiter jaune | assez lente belle trainée  {f
22,40, 8 | 30 |4-52 -0 {450 40 g, verdatre | rapide —
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11 aoit 1898 ' . _ :

2 33,10 |. 90 |55 | 120 {4-49. | lergr. | hlzi_lwht_:' rapide _ {rainée
2,33,18 | 300 |40 | 285 |13 2¢ gr. | blanche. | trés rapide | trainée
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et e e e e
. - ororNt [ oworNt | - REMARQUES . O
y 1o ] waeeanrnion [ BE pwawrmiox | o o o N R
: HEGREY | | =S A e [ e+ camm—— — i
- | B : D o S | Dl Eclat Coleration Vilesse ~ Particularités . !:
b om.os. degré | degrs | degré | degré - o o E '
2,33,42 | 317 [4-43 0 {459 "lefigr.' [ blanche | trés vapide |- -t.ruin'é@_ . II;
2 44 42 47 |49 | T |4-47 4¢ gr. . | blanche rapide —_ ' 1 '
: 2.45,12 | 45 |-4+56 | | 90" (475 " 2e gr, blanche | tr8s rapide | = — . \' gk .
2 45,40 | 44 |4+49 | 90 [460 | 20.gr. blanche trés rapide L= 15 -
2.53,20 | 120 (4514, 135 1445 | Begr. blainche |assez rapide — i -
| 2,57,10 | 320 |-k50 |40 +68 4® gr. | verddtre | trés rapide | _ ’é =
2.59, 01105 |[445 | 130 430 2¢ gr. | blanche | trés rapide - —_— 3
3, 4,40 | 310|440 | 350 4+ 6 | 4°gr verddtre | trds vapide | - — 2
3,8, 4| 80 48 40 |4-40- | 4egr. | jaune | trés rapide | . - ’f '
1 310, 2| 60 160 120 475 | 2¢gr, blanche | trés rapide ' trainée . §
398 | ;'3§;¥:5i:=,_ 0| 47 |48 8 +69 1 2@ g blanche |  rapide A T ?
?;.39.9 3,16, O I 45 {460 | 193 | 4738 | Jupiter | jaune assez lente | belle tratnée’ ;s
R !400 | 3.21,58 46 {450 43 41 48 gr. jaune | rapide L ) g
g0t 39355 | g0 [+48 105 |4-37 | Vénus bleue | trés rapide | belle trainge 5
o 102 | .3,20,50 | 55 |27, Ml 7 | 20ge. | jaune rapide -
-.-__'-463 ‘3. 40,45 7% |52 | 102 (334 | Begr. verdidtre | trés rapide | — |
_ e4()1 Co3,42,12 | 57 |82 . 62 |17, '. 2e gr. blanche | | vapide L i ‘
1405 | 345,18 60 |48 | 90 440 4e gr. blanche | assez lente | - —
%40 Vlo3,47,13 45 403 [ Y0 J4-60 5¢ gr. .| blanche | tres rapide _ tf
CAH407 | 3.50,45 | 48 445 481j3| 4-30. | Jupiter | Dlanche | tris vapide | teainée
fraos | s52,32 ) 60 |+75 | 165 {460 | 60 gr. | verditre rapide | - |+
i;mg C3,58,37 | 180|460 | 165 445 | Vénus | verditre [ trés rapide | grosse trainde w
: 4 10 3; H.H8 1 292 |[+45 280 |4-30 ] Véga, jaune trés 1';1;.)‘5_(.118 _-h_' t._ra"i‘-néu !
' %f}l 1] 3,58,50 50 |4+48 40 {440 | 4¢gr. hlanche t.r()i rapidu — | &
: %412 4, 0, 0} 44 ,_ +53 30 [4-42 3¢ ur. blanehe exl'ﬂf;lgfifl_{;em_; | 1— é
fiara] 4 2, 8 44 |40 45 | 439 2° gr, blanche | tres rapide trainée ¥
' ';414 4, 5, 6 46 |53 30 |50 Jupiter bleue rapide | belle trainée’ i
Tars 4, 7,101 61 |+48 | 88 |43y Véga | blanche | trés rapide.| ‘belle trainée || 4
| if‘:m 4,9, 4] =8 43 7{.__ 427 .-J.upm:x' blanche t.r(‘:-s mpf(.[,e bel-le trainée % ;
{4t 412,27 | 45 (453 1 28 |44 Vénus rotigedtee trés rapide | trés belle trainée |}
Jarg | 21,30 25 | 20 48 0 435 | 8% gr juune | rapide | . — - -4
Cfrate p2142,15 1 a0 452 L 20 [failpl 1ot g jaune | trds rapide | © trainée %

: iqzo 21,46,47 16 |+30.] 2[4t0 | Vénus blanche | tres rapide | belle trainée  |f4
a2t 20, 0 | sz6 |26 | 3424 0 | Jupiter | Blanche | trds rapide | belle wratnée. ||
ga22 | 21,5445 | 43 [£58 | 40 (450 | 6% gr. +| verditre |assez rapide]- i k
fraRs [ 21,0958 |- 1 (429 | 346 [4-10 ter e, | blanche | frés rapide trainde \'f
E ;494 22,:4,40 | 30 +4-‘2 10 [<4-20- Sgr.d verdatre | assez lente | -
ofagd [ 22, 7,20 | 40 |44 | B8 (43710 Véga blene | rapide — ' -
CMhazef 2200 35| 4y |40 | 4w f4as | Begr. | verdawe | s capide o f
o 4[; 22 14,40 38 |4-53 100|440 |- 2¢gr. 5 verdatre | trés rapide - — -
Saleaes | 22.18,45 | 80 |454 | 20 [458 40 gr. | verdatre | rapide —_ ¢
colaee 22,2215 | 200 |2 Y [4-154s| Sirius | blanche | Wr&s rapide | prainge
Cofra0 ] 22,26,10 | 40 (451 |36 |4+358 | 8¢ gr. | verdate |l tr. rapide] —~
J “43% | 22,30, 0 1. 6o 446 TH |4d4h | e gr blanche | trés rapide | yrainée ‘
cofh4s2 |22 33 20 | 205 {418 | B04'sl4+ 0 ) Begr. | verdatee rapide . | : l
oflka33 | 22,36,50 | 848 |36 | 359|416 | Vénus | Wlanche [ rapide - |oHe festéo ag. spe. 1
: 434 1 22 40,30 1 359 |24 10 {4-10- | 1vv gr. blanche [t tr, rapide trainde R B
'q"'!l,z‘l:“;‘ 22.46,30 | 100 (466 1185} 37 | 3¢ ar. jaune lente | —_— 3
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453 | 23,56, 55
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- 50 gr.

L6 gr.
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. . N b . - St e T :
| . POINT .4 = POINF™ { " REMARQUES
HEURE = [BESEVE N 4 s .

E

ros i

L % N "h.

e i S ;-:a '-" T :
Particularités

dlordre Ik~

RI I &I b CBelat | (:qim'a-t;iqn_ . Vitesse

Y N . T ¥

| NUME

L - R vomall e v o | o afen Ly - .ow e I Cr g W ) s gl st e ok N

T
L

== . o L, N N A A S i 1 3 ;,.-;-'
h. m. s. | degré | degré | degré | degré |. P : o4 S I IR ST |
—:

i

. . e
. ‘11 Novembre 1898,
i P = ) - BN

1 4 0,18.’:.1_5-(5' 430 )135 445 | me gr. verdatre | 'trés rapidé%'i e B

7} 4,011,150 90 |£°0 | 117 |=15 | a0 gr. rouge | . lente I} . e

- 4,25,20 1 150 |4+15 | 146 — 61} 20 gr. | jaune | tros rapide L =

{ 4,80, 0| 106 |+26 90 " [+ 0 | Jupiter | blanche | trés rapide | - . — . _
4,45,35 | 105 {445 | 1244414 | ‘Segr. | verddtre | rapide | . . — - L.

- 4,59.58.| 152 424 ) 165 1415 ) Segr. | verddtre | trds rapidelf -t~ o4l
5, 8,501 B4lfhl+ L | 95 [—16 | 4tgr. 5 | rouge |extr.rapidé| . - — - °

21,14 | 1491/a[415 | 144Y5|—14 § @o'gr. | verdatre | rapide ° =
33,101 75 |4-3 |} 65 |4+ 0 | 8egr. | rouge | teés rapide o —
38.15«] 146 {416 § 182 (4 5 |  4¢ gr. jaune extr, rapide; —
41,29 | 150 (420 | 185 |4+15 | 5egr. jaune | trés rapide |- —
;53,40 | 142 1425 | 134 [422 [ 5egr. jaune rapide | - —. .

12 Novembre 1898,

4,12,45 1131 430 J 425 (415 | eegrl | rouge | rapide | T —
414,12 | 1200 [4+30 | 187 (419 | Begr. | verdtre | tris rapide |
. 4,27,80 | 124 (418 | 105 [4+12 o} 6egr. | verditre | trds rapide -
$4,39,10 ] 152 |4+18 [ 158 [— 4 |- Sirius. | blanche | rapide | belle trainée.
4,41,50 |+ By 79 + 0} 4%gr. 5 rouge | trés rapide | —_
4,49, 0 | 117 {4 7 85 {415 3¢ gr. verddtre | exir. rapide- ' :
4,56,50 | 120 |4+ 45 | 102 |+ 2 Pollux | jaune | trés rapide.] faible trainée °
5,8,0F 90 |4+13 | 97 [+15 | ¢ g rouge | rapide | E
5, 6,10 110 |4+ 81k 105 |4+ 7 | 6¢ gr. jaune. rapide

]

. “ .
- . . )
. ‘. T cel . .
R ST SRR :

13 Noiremhre 1898,

[RETON B b I TNy i

p 152 j4127 | 5é'gr. | verdatre [0S rapide’| —
75 |+ 0 | 4 or. rouge | rapide - =
159 + 0 | 6egr. | verd@tre |lr.tr. rapide —
147 [4-8: } 6egr. | fhune |ir tr. rapide] . — B
90 +111-fg Ire gr. verddtre | ‘rapide | belle trainde
103 |—Ii4 } 2e¢gr. | rouge | trés rapide — | S
105 |+15° 1 ge gr. blanche {assez rapide R -
67 |+28 | 5egr. . | verdatre rapide - p— BN
157 4 1| 4egr. | jaune [tr.tr.rapide -
106 ¢ |+ 8 | 8 gr.5 | rouge ir.tr. rapide N i
124 |4 9 Jupiter | jaune | tri:-srgj[?ide 1@:22%&:2?%1*%" ‘
78 {4+ 1 | 2 gr. | rouge |[extr.rapide o =
99 |15 | -8egr. | rouge | -rapide’ o=
60 418 | 1re gr. rouge | trés rapide | - .~
92 112!yl Segr. 1 jaune |[.rls rapide| = — N R
| 105 |— ¢ hegr. 5| jaune | rapide | — o I
60 |4 8 .} 2egr. rouge rapide ¢ | . . — . .
95 {—I8 3e gr. rouge |extr. rapide! - — | .
| 180 [+ 6 | " e gr. | verdatre | rapide | - — |
- 14b T [4+28 | 4 gr. jaune rai)'idfa'f | -
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134 MATHEMATIQUES, ASTRONOMIE, GEOQDESIE ET MECANIQUE
| o T—— -*-——--—--c'—-:-r"» = = = "E".'ﬁ = :”: == "".f : _' “‘”"""'.‘; =_‘ T
!r & | voINTT f POINT |  REMARQUES
. i E‘!E - _ - D?APHA'R.I'T'-I-QSV /| DE DISPARITION | o - o
i _§ =8 HEURE_ o il W _— T . ) ) —
R i :z::ﬁ : I R D | R}t D . Kelat Color:_:'tfi-on Vitesse |  Particularitis
. i a.... pmend Sepaspererm e 4 s ?J.u-.'_ ‘-....-. e T e ‘_:-n copmme T Eat v =~ SrEa b S
CH h. m. s | degré | degré | degré degré | )
CHsrT| 5,15,34 | 184 (27 | 148 (42 | 6°gr. rouge rapide —_
' i 518 | 531,18 | 149 [+15 | 142 |426 | 5o gr jaune rapide: —
| 519 549,401 69 474 | 0 [439 F 6° g jaune | assez lente —
Joeo | 554,20 | 180 +15 | 149 {4+ 7 | 6egr. | jaune | trésrapide |  —
19 Novembre 1898.
iflsan] 4, 9,40 7 |472 | 90 j415 | 5o gr. © rouge  jtr. tr. rapide —
cleee | 418,25 | 110 (410 | 10T {4 7 3¢ gr. jaune | tres rapide —
' ‘ i 523°] 4.42,40°] 124 [416 § 1281y 1 | 4°gr. jaune [tr.tr. rapide —_
tlls2a v 4.38,20 |11z |11 | 105 |4 4 5¢ gr. | verddtre |assez rapide —_
f 525 | 441591 84 t4 v | 95 141f5]  5® gr. ronge |assez rapidel —
‘flpe6 | 4,55,18 | 89 |4 H3] 114 j—15 5 gr. rouge | tres lente —
527 | 5, 8, 7165 {416 | 180 |+ O 1re gr. | verddtre | trés rapide | belle trajnde
lo2g 1 5,12,19 1 60 473 | 42 445 4¢ or. verdétre | trés rapide | —_
' 529 Le 19 Novembre de 22 L. 10 4 22 h. 20 j'ai observé un nombre considérable d'étoiles filantes
M || de faible grandenr de couleur rouge venues d'un radiant sis par A.D. 68° l
- : D. 4 14°
27 Novembre 1898. '
4/ 5307} 20, 9,15 | 1841431 | 9 |18 2¢ pr. jaune | irés rapide | petile trainée -
A 631 | 20,12,32 | 64 [+10 65 |— 6 3¢ gr. ‘jaune rapide —_
{532 | 20,18, 9 | 32 |4-31 | 33 1425 3¢ gr. [ blanche { trés rapide —
#| 5383 | 20,25,18 } 25 [4-35 20 {+25 3 gr. blanche | trés rapide —
] 984 | 20,39,25 | 271[3]+44 16 452151 4¢ gr. jaune rapide —
|l 535 | 20,47 41 | 88 [437s| 413{+2015] 3¢ gr. jaune | trés rapide —_
H 586 | 20,51,69 | 71 |4-19 68 |4 51| 2e gr. “jaune | trés rapide —
) 3 1 1\ M Yy 2 b
M. Emile BELOT
‘ L'ORIGINE DUALISTE DES NEBULEUSES SPIRALES

52,388
~— & aoltt —
A

Données tourbillonnaires du probléme des nibuleuses spirales.
—En elle-m&me, Uexistence des nébuleuses spirales pose trois q-“u-estions
principales : - |

1o Quel est le mécanisme produisant leur forme spirale ?

2 Comment la matiére se concentre-f-elle sur certaines spiees, ce
qui rend visible pour nous leur forme spirale ?

3¢ Dans quelles conditions une nébulause spirale est-elle stable ¢
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\1.0115 ne baiterons ic t[llb lc‘:s deux premicr ¢s questions. Mais au
regard de la cosmogonie tOllll)l“OIlIlde, ‘le probléme i résoudre
présente un intérét capital pour la philosophie natwrelle :

Une nébuleuse spirale et un systéme & planétes, de formes .en
apparence sl dissemblables, peuvent-ils s'expliquer par le méme
dualisme originel ol leurs mouvements primitifs, dépendre des mémes
équations ? |

A Tencontre de lhypoLhwe de Laplace, qui admet, & Porigine (lu-
monde solaire, le monisme arbitraire "une seule nébuleuse bphermdﬂlt
la cosmogonic tourbillonnaire part «{'un dualisme primordial ot tlire
toutes les lois ‘de notre systéme planétaire du choe d’un tourbillon
gAZEUX Sur une nébuleuse amorphe, choc semblable & celui d'une Nova.

‘Par le choc, le tourbillon de rayon « se met i vibrer, plewnlant des
“venlres équidistants séparés par une longueur d'onde X : de chaque
. ventre de rayon ¢ + = émane une nappe concentrique tourbillonnaire
dont Ie profil, daps un plan passant par Laxe du tourbillon, fait avec le
plan de rotation perpendiculaire a cet axe (*) un angle a défini 4 la
distance @ par la formule. -

1 | , D (9 a =— -
(_ ) : P ‘o
_}E est, it un Iz?tcl;eul' constant prés, le coefficient de résistance & la

:nslatlon dans la nébuleuse, supposée homogéne.

“Enfin, si C désigne une constante supérieure & I'unité et sensiblement
proportionmelle & la racine cubique de la densité D de Pastre central du
systéme considéré, on aura ~ | '
@ ~ w=KLC .

C qut gugmente avec D dépend de la densité des ‘gaz et va[u urs consti-
tuant le tourbillon. /

Parlant de ces données tourbillonnaires, cherchons & ‘imaginer -
qm;l_les_]J,a.rt.leu_lant(-;s elles presentent dans une nébuleuse spirale.

Mdcanisme de lo formation spirale. — Les nébuleuses spirales sont
presque plates (Androméde). Quelques-unes paraissent légerement en
cuvetfe, bien quaucune n'ait la figure d’'une hélice & pas ou & rayon
| v'a;.'ia'ble : cela peut tenir i ce qu’un tel systéme ne serait pas slable, ou
a ce quune nébuleuse spirale provient du choc, sur une nébuleuse
amorphe N, d’un tourbillon dont 'hélice a un pas trés farblg en compa-
raison de son rayon. La grande dimension relative des noyaux des
| “nébulenses spirales milite déja en faveur de celte opinion.

LY
(*) En:général, comme dans le sysléme solaire ow i = 28% laxe du tourbiilon el celui du plan de
rotation ne ¢oincident pas: mais ni fes raisonnements, ni les conclusions ne changent en supposaut i=o.
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" f .
“dansun Systenw ou ziserail, au-contr aire, trés pnblt (N -
“Diapriesles formitles (1) et () pour la méme matidre du Lomlnllon

' (C constant) 4 et.o sont d"autant plus gmnds que 16 cocfficient de résis-

Lz'l.lfICO a la anslation dans la nébuleuse 1—_,- est pltl;S-l'a'll)le :ce qlfl.il sl

- daitleurs évident. Inversementsi}, o, K sont faibles, c’est que la densité
dc Ia n(’»huleuqe est 101 te : mans); pourraltctr potlt sans qtm o- Ie lul st Te

\‘1Lossc :mgulam* du l,om ]n]lcm* et lon a,d un Iactr-ur cml.slant, pre»«’

. V’ AN
K=— A*) V étant. la vitesse p’u*allele A Taxe du t0111b1I10n : poul la
< )

‘méme  vitesso -\", X ne peut &tre faible que si o et 1-)-:5&{‘ suiite ¢ sond
‘umndb. AR - ‘

Ainsi 16 cas ol g est Luhlo correspond a o petites valeurs de A @, l\ |

aun g and rayon ¢ el d une grande vitesse angulaire o.
La Fi lblli ¢ 1 A représentant le premier cas cor ms])ondra aun systéme

plandtaire. la Fiewre 4 B 4 une nébuleuse spirale : car nous ¥ recon--
1 ; g plra 3

naissons déji ses principales caractéristiques : grand rayon du noyau «,
arande expansion radiale due 4 la grande valeur de o, nappes irés

Y T 4 FL T y C A ’ Wt B L - ‘." ' -
aplaties (« faible) presque dans un méme plan (p fuible) perpendiculaire

Ac-laxe du tourbillon @ enfin, grande masse apparente correspondant §

L]

la forte densité de la nébulense amorphe N (I-— gran (‘I) (qui a en_pour

résultat d’affaibliv 4 ot d’écraser pouir ainsi dire les nappes.

-

'expansion radiale de vitesse e« st tlll( 3, dans les deux Syslt,nms
i deux causos : _ | | o

12 Impulsion radiale due au choc qui écrase la Lé‘l;e- dutourbillon Pn |

faisant passer son rayon de « 4 @ -+ « au vontre de vibration.
20 Force centrifuge. - S

La premiére cause est prépondérante dans los systémes & [-)"lanétes' ou

-V ot K sont grands, la seconde, dans les: nehulvn%m spirales, ol ils sont |

faibles ot o 2 une gmn(lo valeur. _ |

Cherchons & déterntiner la vitesse u de l(,\]mnSlon Ladlalc dum‘
Jmolécule d'une nappe, situde 3 ta distance @ de I'axe 0Z. La vitesse V
de translation paralléle & cet axe ne donne ancune composante perpen-

diculaire : la vitesse de translation. du tourbitton d’ol,dérive. V., n'a

Ry {P. D9, 1‘1)8) A caus de {2) 7. est aussi proportionnel & 'V : cetie'm_'o-pp.i'i-i-onn;a:!iﬂf’! existe aussi dans
Sy deqetw de v apem {Ft. Parenty) ou de gaz (D" Emden). ' ' :
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d mﬂuence sarl etpanm@n quo par 1o rayon’ a‘—{- du renﬁpnmnt d 011 PR
pa’rt Jainappe, ¢'estd=dire sur les conditions initigles, ~ ¢ -7 e \
DapIéS la pmpmété fondamentale i’ tourbillon, 4 la dlStd]]Ge @il
me peut Taisser” échapper ancune molécule :-la wtesse d praHSIOD u est ‘
L Y “
f ! : . o
l T P -«
i/__._,.- - i | ( } —
q. At . _-“1_—-_—‘.&) / /[
T /f//;/ ' I 7z / / . D r
. T / . ‘ . .
B //N///// ) A ty ﬂf ' s
. fIP- ' - 73 ’ "’lr” ’ _.:' .
kak a+5:4 -
: Frg. 1 A FIG 1B ) | N
S Systeme i planctes ' S .Nébuleuse spirule 3
_ Elﬁ): = £, % grands | Y q; petits
. ‘Densité de N : f'ublP TR TR PP forte | C - .', -

_, donc nulle pourw = ¢ cb pourra se mettre en général sous la forme
g (w—a), 3 otant homogéne & une vitesse angulaire. Mais la seule
 vitesse angulaire existant au point M et:pouvant influer sur son ex pansion "
‘est la vitesse angulaire » de la nappe: I'hypothése la plus simple est R
donc que 9 ne dlﬂ"elo (le © que par un facteur numerlque B, .Ona doncl

. (3..) o U= = :})(’L’*—CI) B; .o (a;*.u—a;)
| -"dOu v e
Vs , b p—a "
& L B €
(@ azimut d'une molécule) en -supposant (ue la nappo palt du rayon
a+:quand @ =0 (3)": peut s'éerive s~ . .o
(4) L w—a=ceB¥ - '

| Aum Ia projection, sur un plan perpendiculaire & O / de la Ll&JGO— .
toire _d’une molécule  est wne spirale as ymplotique au cer cle de

" rayon a et se confondant pour les -grandes valeurs de @ aved une
spirale ngdI‘lthmlqllb dont l'angle 8 du'rayon vecteur avec la tangmnte'

1
dunmueralt (le 90° a tg 8 = ﬁ' qufandmaugmente . —
" I@.fo-rme-des néhult}'yts:es spwa:les' el 1‘10&1111.511@111; cel.le_ des Chiens de @,
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' Chasse. (,011(,01110 ussex. bien avec la xpn.n[e ainsi déhmo Lw spm Sy
“sont tangentes au Joyau volumineux (dont le xayon serait ainst celu
a+ ¢ du tourbillon générateur & wn ventre) et l'angle dé la tangente
avec le rayon vecteur diminue et tend vers 450 (B, = 1) quand on
s’éloigne du noyau. ' | |

Il reste & étudier comment se fail la pénétration suivant OZ du

- tourbillon dans la nébuleuse, ce qni donnera finalement lc- profil des
- nappes dans le plan ZOX.

La vitesse de pénétration dans la -nébulense supposée honmoum
tépend de la résistance de sa matiére. Soit -1-[{ le coefficient de cette
résistance supposée proportionnelle & V2 (*) : V, ctw, les vilesses
mitiales angulaire et de translation dune molécule sitnée d un ventre
{ee + <) (Iu tourhillon. On aura : |

dg” - 1 '(L) ot = o 1 l
= O~ — == —
dae K (dt _ V: K
LI 1
VK 'V,
d’ou :
.'. V" t V . r
G 11',( +1) KL < |
Mais dans le pom-biﬁllon une molécule décrit une hélice
(6) 2=AQ

Dans la nappe tourbillonnaire qui émane du tourbillon et lui est
tangente a 1'origine, - Péquation (6) sera encore satisfaile : mais les
hélices déerites auront un diamétre de plus en plus grand, puisqu’en
raison de la vilesse d’expansion # clles se projettent suivant des spirales
sur le plan XOY. En oulre, le chemin 7 parcouru dans la néhuleuse
sera évidemment proportionnel & K : on aura donc, B élant une
constante

{7 ' z2 = BhQ
d’ott en différentiant :
®) | Y Bk

)

(3’) et 7 donnent pour le profil des nappes tourhillonnaires

(9) | s=— KI,

[ 8]

(*) Poisson, dans son analyse du mouvement planétaire duns un milies résistant, f.nt aunssi cette
hypﬂlh&se, conflrmée par les expemenﬁm de balistique pousseées jusqu’a la vitesse de 1 kil, 2.
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La condition (8) et I'équation, (9)-avaient éié.déja tronvées dans Ia
théorie du systéme solaire (p. 59 & 61, Mémoires 1908).
La comparaison de (5) el (9) donne en pos;am,.—ﬁ'- — b
— - ) . . V’t - b
r—a—=c|=— + 'l)
( K '/
d’out en dépivant :

- '.b—-—l‘ ‘.,’__' S
(10) u:—ﬁv(il+4) ::ame(ﬁ ﬂ b

3

En comparant (3) et (10) on obtient. finalement
() o (5 10) = o? z

qui donne la loi de variation de w-avec la distance .

. Cette loi ne peut étro la Joi des aires a cause de la liaison vutuelle- |
ment élastique qui lie la nappe tourbillonnaire au lourbillon central..
La valour (10} de 2 monire que & 1 @ car sid>1 la vitesse d'expan-

sion $erait constanie ow augmenterait avee le temps, ce qui est impos-

. 2
sible. Lorsque le tourbillon est condensé (¢ =-0) el qued = 3 la
formule (11) donne bien en effet la troisiéme lo1 de Képler.

La formule (8) qui peut s'éerire :

-

V_BK_
! o o i _— b

Apluu() que Pangle ¢ d'une spire avee le plan”XOY de la rotation
dlmmnn de plus en plus quand 2 augmente indéfiniment. Les spires
éloignées sont donc & peu prés dans un plan horizontal, comme cela
résulte par aillears de la pelitesse de Uangle « ¢t comme on le constate
dans les nébuleuses spirales qui sont presque plabes.

Les équations précédentes résolvent complétement  le problemb_
théorique de la formation mécanique d une nébuleuse spirale.

Causes de la concentration de la matiére sur les spires. — Mais
ces équations n’éclairent en rien le probléme de la concentration de la
“maliére sur les spires : ¢’est que, jusqu'ici, nous avons implicitement
supposé nulle la vitesse absolue- W de la nébuleuse amorphe. Comme
dans le systéme solaire, cette vitesse reslituée va introduire une dissy-
métrie dans la néhuleuse spirale. |

Observons d’abord que la vitesse V, du tourbillon c,tant faible est du .-
~méme ordre que Wy, Tandis que dans un systéme & planétes, ou V, est
d’'un ordre trés supérieur 3 W, le choc du tourbillon sur la nébuleuse
se. produit parallélerment & son axe, dans un sysiéme devant produire
une néhulouse Spll“ﬂ -V, el W, étant de méme ordre pourront donner
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_’f’-"'?.*llcu e une: vuew, mlatnc Wy 0 d ou résultpm un choc !a:t()r'al de la
" "'_ncbuleme sur le totrhillon.: « «f o e e v
~ En un mot, tandis que dans un, systeme o plaawtes, les molécule.s
‘sorit obligées de voyager un certain temps en spirales hélicoidales dans’

C L les nappes avant que leur vitesse V réduité au mdme ordre que W,

© puisse, composée avec elle, produire un tourbillon planétaire, dans une .

.nébuleuse spirale, ¢’est an contact méme du tourbillor générateur-que
  V et Wy, en se composant, prodmsent des tourbillons locaux, L,mltros de

, Iutur.s systémes, . |
" Figurons le tourbillon générateur T de sens du%t ]}dl sa qectlon de
| I"“i}{)ﬁ ¢ et par celle d'un renflement de rayon @ + = d'olt émanent les.
nappes : Vo vitesse relative de la nébuleuse arrivera nécessairemerit A
an moment donné & &tre directement opposée & la vitesse tangentielle
o (i + eyducotéT X. A ce moment naitra, au conlact du tourbillon T,
- . un tourbtll()n local - 1étr0g1ade
. 'IV ) { sur T X' en aucun autre
I 2 “ point du cercle ¢ + £, un tour-

~ billon ne pourra se plDdull‘ |
voila la dissymétrie principale
due a la'vitesse Vy de la niébu-,
“Tleuse ot produisant l'accumu-
lation unilatérale de matiére.

Or, ¢ va étre entrainé. dans ~
le sens direct avec une vitesse |
moindre que o (¢ + =) puisque
Vo rotards la marche de-?;
ce tourbillon local va donc
T2 e, | q_ﬁcal'tf\r pi ogressivement de
. | T en restant dans la nappe
Cémanant du ventre @ + ¢ ¢est-a-dire en décrivant en biyits, by, by, la
spirale théorique calculée ci-dessus. Mais au méme pomt! de T'X, les
_conditions de formation d’un tourbillon local subsistent ; it s’en formera
done une infinité qui décriront le méme spirale 5y tant que 1“ n'aura
‘pas-6puisé son énergie au ventre considéré. ;
Mais il pourra se produire des spirales rentrantes telles que S, en

~ verti e la formule (4) soit que, par épuisement de maliére, le rénfle-
ment : diminue, soit qu 3 un second ventre du tourbillon te renfloment
-~ ¢” soit moindre que ¢ :les spirales émanées de ventres différents se-
projetteront d'autant mieux les unes sur les antres que la longueur
-d’onde ) séparant les deux ventres sur 'axe de T est faible.
~ Supposons maintenant que:la vitesse V, ait eté suffisante pour
empécher Texpansion en spirale dun -'Eour]nilon-emane d'un ventre

-
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: - a +J- o quand ce It:nu-bﬂIon.,arrwera1F én- dlangetralement Oppoqe a z
il recevra.de V. unevitesse orbitale supplenmntaue quhl*obhgera«d ST

detachel.du tourblll()n central Kk fautant que la splre externe S1 mmuu,

'_.Jazttractlen,centralc SO S R T E A T AU Ly
.,\mcu on pourraxon_, COMmMe dans la nebulmme des Chiens de Chdgse _.
' une seconde spirale principale paraissant diamétralement opposée: ala

© premiére. On y voit aussi des spirales secondaires telles que S;. . -

L

Lflet gyroscopique concentrant la maticre de la nébuleuse.

— Quand un corps tournant recoit une pression latérale; il se déplace -
‘perpendiculairement & cette pression comme s'il roulait sur le plan qui
lui transmet cette pression. Le tourbillon T est pressé latéralement par’
o la vitesse Vq-de la nébuleuse : il se déplacera donc vers TX comme s'1l
“roulait sur un plan perpendiculaire 4 V. Ce déplacement concentrera
“évidemment la matiére vers X.Le méme offot s ‘appliquera aux tour-

- billons ¢, fy.... : mais ceux-ci tournent dans le. sens rétrograde : ils

seront donc entrainés vers X’ par leﬁet gyroscoplque ce qu1 tendra
: ' 'encore a élargir les spires. -'

Sens de rotation dune nébuleuse ,spzmle. — Le sens de rotation

~d’une nébuleuse spirale est I'inverse de celui qu’on imaginerait en

supposant que son noyau tourne dans une matiére visqueuse entrainée

en :des spires centripétes. Les spires d'une nébuleuse spirale sont

est c,,a‘pltale si, comme le croient les astronomes, elles représentent les .
= voies lactées d’aulres Univers semblables au notre. La théorie tourbil-
- lonnaire fait ressortir la merveilleuse unité des moyens employés dans
a -\Tature, ‘puisque ces nelmleuscs auraient la méme origine duahbte

centrifuges ot en suivant le sens de la rotation du noyai, le rayon

- vecteur d'une spire, au ]1011 dn (hmmuer comme on 'le crmt comIiu-

nément, qu gmente. :
~Jal eu Toccasion d’observer A Paris, le 31 mai 1909 un cirro-

cumulus en forme de nébuleuse spirale (deux spires complétes) ol le
“sens de rotation était trés nettement celui indiqué ci-dessus (Observa-
tion _commumquée 4 la Société Astronomique de France, le 2 juin 1909).
 Noyaux de condensation des nébuleuses spirales. — Si la théorie-

donné.é ci-dessus est exacte, on doit trouver, dans les spires des nébu-

- leuses spirales, de nombreux noyaux de condensation représentant les -
- :..tourbillOns t; &5 ls.... centres de futures étoiles. Et, en effet, M™ Isaac
~ Roberts a compté, dans la nébuleuse des Chiens de Chasse, plus de 180
‘condensations en majéure partie réparties sur les spires. Dans la -
Nébuleuse des Poissons, la spire se prolonge par des éioiles dlsposées '.
‘en spirale. Enfin, dans I'amas d’Hercule et autour de Cassiopée, on-

distingue de nombreux groupementb d’étoiles en spwales.
Conclusions. —L'importance des nébuleuses spirales en Cosmogome

*

B } -
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(choc dPun:tousbillon: swr une nébileuse amorphe) que les systémes a
planétes du type de notre monde solairi; quo'les mémes équations
donnent les lois d'un systéme planétaire et celles d’tine nébuleuse’
“spirale, et que Uidentité du mécanisme orviginel s’affirme jusque dans Ta ~
cause (vitesse relative de la nébuleuse amorphe} qui concentre la
matiere, 1a en une planéte aux dépens d’une nappe planétaire, ici en Ia

spire, d'ane ngbuleuse spirale, chargée de tonrhillons d’étoiles.

Discussion. — M. Pawenty: M. Belot a bien voulu appeler l'attention de la sec- -
tion sur les concamérations que jai découvertes dans la constitution des jets de
- gaz et de vapeur ‘1'imi'te-s et qui se traduisent par des noeuds et des ventres succes-
sifs de presstons vives, sur'l'axe de ces jets limites. Le Dr Emden, aprés la publi-
cation par Berihelot de cette expérience, a, suivant le conseil que je donnais dans
mon mémoire, photographié les formes que j'avais déterminées au moyen de sonda-
-ges convenables. '

Débit. — J'ai montré que le débii d'un gaz qui jaillit d'un réservoir 4 la pression
initiale pg dans une atmosphére de pression py par un orifice dont le coefficient de
débit, déterminé dans l'eau (c’est-a-dire erifice noyé) = m, avait pour expression un

qtmdranf;d'ellip-sedo.ntI’absciss-e est'( 1, — BL ), dont 'ordonnée est- le débit,

Y
M. Boussinesq a bien voulu éiablir la rationaliié de cette formule.
.. Ty . ) . N * f a'
A pariir du sommet supérieur de cette ellipse d'abscisse 1 — f—}(‘;- =1— oo le

débit se régularise sur lu tangenie horizontale au sommet de ellipse.
Vitesse. — La vitesse s'obtient en intégrant en oy — it l'inverse du débit, ¢'est
D p p 1

une sinusoide ; l'expérience montre que cetle vilesse se régularise en méme temps

que le débit lui-m@me dont elle aticint le poini d’inflexion correspondant au-sommet

de Vellipse quand elle atteint la valeur de la vitesse de propagation dans le fluide.

En cette limite curieuse, vitesse, débit, température, pression méme se régularisent

brusquement. La perte brusque d'accélération de vitesse se. transforme en force
vive intense, en concamération visible et photographiable.

" Cet éirange phénoméne affecte 1a forme d’un sablier qui est celle d'une solive
rompue 4 la compression. Les 'g:iw. et les solides se rencontrent en une limite com-
mune, qui emprante les formes de la rupiure, suivant le théordéme de Boussinesq.

La viwesse d’un solide indéfint cylindrique, heurté 4 Vextension par un mobile de
vitesse suftisanie pour imprimer sa vitesse au trongon heurté, est égale au moment
~de la rupture, & la vitesse du son, multipliée par la plus grande dilatation que ce
solide punisse prendre sans se rompre.

I’Académie des Sciences a accordé le prix Jde mécanique, en 1896, i ces travaux,
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Si l on pouvatl trouver cotte solution, en général, pour un nombre
7 quelconque et égaler v .1 @ par exemple, on serait ramendé au dernier
thioréme de Fermad. ] |

Jindiquerai simplement ici quelques tomnules générales pour n = 2
el 3. On sait que le probléme est possible pour # = 4, mais sans avoir
encore de démonstration générale compléle. .

Jajouterai que notre COHGQ'UL G..TARRY a trouvé une méthode
donnant, pour les » premiers degres & la foix, I'égalité de p termes dans
-chaquo membre, ce qui nons donnera une solution avec (q —1) tmme@
dans le premier membre et ¢ termes dans le second.

Ainsi, pour =29, on a ¢ = 20, et 'on trouve facilement une solution
générale avec 3 indétermindes, toules aw premier (legré ; d’ailleurs,
une solution connue en donne une infinité. ‘

Jespére que nous pourrons et de beaucoup abaisser la valeur de g.
- Le résultat le plus simple que je viens d'obtenir est g = 4 pour n = 3.
On a JIIISL, par exemple::

(@) +(B8)+.b—a)+ Ru+20) 2 <2b~a)+(%+a>+'(2a.+b'>-

Revenons aw]noblemc spécial qu[ nous occupe aujom d’hul.
R Bd. Lucas a indiqué

(2mE2p 4+ 1= (Bm 2 4 Bm £ 12 4 @Am)p (1)
(ue nous pouvons écrire ‘
(12p 2 g)? +9*=@8p* 29)t + (8p £ ) + (4p)°

* Dans les Exercices &’ Arithmdligue de MM. Frrz-PaTrick ot CHEVREL
(question 315, p. 252), on retrouve I’ ldentité (1).
Il est trés f:‘lCllG de résoudre

q}h‘:__*_?j_*_.-v?._. bﬁ'?..

~voir & ce sujet CATALAN (Nuwovi Lincel, 1881) J. NEUBERG et REALIS
(M 1881). . -
Voici méme un exemple -pins pa[tlcuher. Soit

@—1) +0" + @+ 1) =T+ 2=+ (o + D=1+ X2 P
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qu1 s6 raméne i 1 equatlon de FERMAT R
| f!ti'““"a‘zvﬂ-df RIS
dont voici la série des solutions; \ualte de Quadf atic Partztzans du
Lt Col ALLAN CUNNINGHAM -
| XJ-,-_—.i, 2, 7, 26,797,362, 1351, 5042, 18817, ’70226
xv=10,1, 4, 15, 56, 209, _780 2911, 10864, 40545 .
On trouve, en représentant par w, les valeurs successives de -46‘ |
| | | _ | wn:i-l 4ty —Un—1 _ |
" 0 At e =Rawtan
\]om alu tons pu également parlir de

Re—1)+ ) +Ro+ 1)1-— L _+ H2ar +1)

w=0, 2, 28, 390 5432,, 5658 .. ...
y=1,7, 97, 1351,.18 817, 262087 .. . ..

Cette (uestion permet de trouver Ia série des tr mngulawee égaux
au smtuple d’un carré. Ce sont |

t....6p- Cavec . w==2p’
=0, 1, 14, 195, 2 116, 37,829 .

On trouve trés tacdmnenl; les bOIllflU]lS suivantes
e et 2y =4y +o Ry )
(1w — ny)? + (n@ + 2my)? = (max + ny)? 4 (ne)? + @my)i (4)

" Voici encore quelques égalilés vraies en-méme lemps aux|deux
premiers degrés. J’en avais quelques-unes, avantde connaitre la méthode
de M. G. TagRY, quﬁ.]mpu appliquer pour les autres.

| (va); )+ oy +lw+y+ )] 2 [l(w+y+l]+[l(w+J +w3/]
(@) + (b) + Ra +2b) 2 (e +2b) + (Ra + b) .
O+ Ra) +@—H 2L @+b)+Ra—b) (6)
Lo+ +g+1)+(4b+4g+2)2 (B0+3¢+1)+Bb+3¢+2) (7)
-que I'on rendra ldcﬂemcnt homt:lgéne _'
(a+q)+(b+q)+(2fc+25+4q)-(26a+b+3q)+(a+2b+3qi B
- V@lm Lrois 1dent1tés pour le trmsmme degré scul |
[9 (R4p? + 24pg + 6¢*)] + [84p3 + 126p%g + 63pg* + 1193]

+ [108p® + 162p%g + 81pg* + 13¢7] .
- =[8ip*+126p 9+63p92+mg3]+[108p8+169pge+81 pgz_,_Mga]

s ‘J;,-if?f e péw"',_’_‘ 'i-, ACRIETS ST .7'::';" i | f.; 7",:‘-""‘\! L-‘ 1‘1"‘:.""’,'."1-*';.;':' e TR, -‘4_:!!1 e A T
I, T ML e e G, TRl 3—11 {- K BRI e Y SMET WA M JhaE hal . P = PRy
ol L0 ¢ ot e \[t-‘ P ‘?;';." T ‘ ;_-g-_-h?‘;-_‘; o _’- > ':’ a7 "#vi el %
' " . P L K o AR ot - -.’.“"‘-" [ o s e
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(691 2/ + 901413672+ 34fy + 952 | + [36/% + 38/y + 9!/ ]
=36/ +34/g + 79| + [36f* + 387y + 11¢*] (10)

(Go)+- (9°ﬂ'+(52—~°t@) +(9e2—F 4 up)= (912——@2'-—#5) (91'+@i+¢{5)( 1)

Voici enfin une 1(lent1te wale, en meme temps au t10131eme et au
plemmr degré:

(4p2 — 3mp) + (3m* + 47:2?)_4;;9 )
(6m~-——~3mp) + (9p +4mp 69?3 %) 4- (‘3m--———~p ) (12)

CllOIls aussi _ '
1%+ 25% 4+ 42% = 25% 4 43+

identité donnée sans formule génémle dans 1'Inter medeaare des
Mat/aématzczem par M. Gricorier, de Kazan (quest. 3253, 1907,
A7) ‘ o
. M. DuBours (I: M. quest. 3421, 1908, p. 172) demandait si ['équation
o'+ y* 43" = a* + b* est impossible en entiers positifs pour certaines
- valeurs de n. Si cela est, peat-on trouver une loi fournissant des
valeurs de n qui rendent cetle équation impossible.

M. ‘Andié GERARDIN

. & DECOMPOSITION DES GRANDS NOMBRES

512.8 .

. — 6 aofit — . hg

Les tables de décomposition des nombres i la dmpo,smon du publlc
ne dépassent pas dix millions, et leur prix de revient est assez elevé,

Notre méthode, qui utilise le module 120 au lieu du module 10
habituellement empléyé, permel de décomposer trés facilement des
nombres de douze & qu_m_ze chiflres, a l'aitle d’équations de la forme

‘ atw? +bw—c-1/-'

Sl les nomlu es dont on cher ‘che les facteurs, sonl de formes spec iales,
les calculs se simplifient con&detablement ‘Aunsi, le probléme général
demande Ja résolution de trente- deux LL]lldCIOIlb au_maximum, tandis
que la recherche des diviseurs de 210m + 1 par exemple, n'en’ denmnde,

que deux.

. . . . .
o R ' . ‘ . . D

* 10



Tt R S R T
“.N_.'i‘ ‘: : _'._.l. _ ‘ e ‘ .' AT L. - S . ) ) [ . .

.'r'r--" “ g -_“ 7, . ; N . 3 . - N . ‘ ‘s . Lo . T \
. - T46. | \u'lm« MATIQUES, - ASTRONOMIE, GEODESIE ET MECANIQUE,

1l y a trente-deux nombres premiers avec 120. et inféricurs i ce

_ nomln Cesont ©

4, 7,41, 13, 17,19, 23,29, 31, 37, 41, 43, 47, 49, 53, 59,
61 o, 7,73, 77, 79,83 80, 01, 97, 101, 103, 107, 109, 113, 119.

‘Nous écrivons h nomhlex‘ donné, dehanasse rle ses [acteurs 2, 3,
ol 9, sous les formes

N = 120 x a\-} 120 X B+ K = (1202 + o) 120y + b}

le nombre K ayant I'une des trente-deux valeurs que nous venons
d'indiquer, et les valeurs (a, b) ayant seize valeurs relatives pour
chaque valeur de K, a la condition que 120 2 4 « puisse &tre indiffé-
remment le plus g orand ou le plus petit facteur. Le probléme général de
la doaomposmon des nombres est ainsi bien limit6, et cette méthode
permet d’opérer méthodiquemenl par petites tranches, la valeur des

Jinconnues auxiliatres otant parfois consndelablemont diminuée ; on

poun.ut m»ex facilement composer des tables d'un million plus clmgn(»
TaBLEAD A

Tableau des valeurs de (&, b) correspondant aux 32 valeurs de K.

K= t,— L4115 19,19; 209,295 31,31 ; 44,41 ; 49,49 59,59 5

61,61 ; TL,715 79,795 89,89 ; 9L,91 ;5 101,101 5 109,109 ; 119,419
pour @ = b, et pour a différent de b, on aura:
‘ 7,403 13,375 17,1135 23,47 ; 43,675 53,77 ; 73,97 ; 83,107.
K. = &9, — 7,735 13,135 17,475 23,23; 37,37 &343 47,47 ; 53,53,
' 67,67 73,735 77,77 83,835 97, 103105 10710‘7,113!13
avee o == b, et pour a différent de b on a:
1,495 14,59 ; 19,915 20,101 5 31,79 ; 41,89; {Jl ;1095 71,119, —

Pour les frente autres valeurs de K, nous n'aurons plus que seize

" couples de valeurs possibles pour « et b et ces deux nombres ne pour-

ront plus étre égaux.
-On devra remarquer un lescasde K =1 et 49 ¢onduisent en général,

hu,n plus 1ap1dement a la solution, car si l'on a
| a(w—{—'y)—{—h—- 120p+k

on pom ra en tirer immédiatement v+y=120¢+!{
et obtenir, en fonclion de g la somme et le produit des inconnues, d’oi.
la condition quadralique qui donncm le carré de la demi-somme des
inconnues. | :

~ Voiei iin exemnle historigue a Pappui de notre alfimnatlon

Dans une lettre datée de Toulouse, le 7 avril 1643, FERMAT répondait
au Pére MERSENNE ! | -

« Vous me demandez si le nombre 100 835 598 169 est premier ou non, ¢t une
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». mc,zizode pour décanvrir dans leapaee d un ]our 5'il'est premier ow compaqe A
» ceite question, je réponds que ce nombre est compose et se falt du plodl.m;(.i.e ces
» deux 808 423 et 142 303 qui sont premiers », . ‘
M. BARBETTE (de Liége) autcur lui-méme d'une méthode, parw dans
_Mathesis et donnant la décomposition des nombres a Faide de condi-
lions quadramqups de méme forme que les ndtres, mais (mod. 10}
c;eulmnont raméne la décomposition du nombre 1mhquo par MERSENNE
(1 la recherchie des solutions entiéres de -

100 2* + 224 @ + 326 901 738 193 =

Intermédiaire des Maﬂwmatmwns 1898 p. 79 quest. 126G, voir les réponses

1898, p. 214 ;1899, p. 14 et 1909 p. 102) (Consulter aussi Sphmq,-(EafapP 1906, p. u&,
© 55, 68, janvier 1909, p. 147).

L’ingénicuse remarque de M. PETERSEN, de COpenhague, donne hien
la solution, mais ce n’est pas une méthode. — M. Paul TaNNERY
((BEuvres de Fermat, t. I p. 256) indiqué comment Fermat a trouvé
les facteurs. M. E. B. Escorr (Ann. Arbor, Mlchmun) (lonne les 5 solu-
Llons de I’ équation, mais remarque que les deux sohitions importantes
ne sont connues que si 'on a les diviseurs.

Voici la méthode ; le nombre donné s'écrit.:

120* X7 006 638 + 120 x 91 + 49
Apres oliminations, on trouve que les deux factenrs du nombre sont
(l(‘ Ia forme 120 x + 103 et Fon en lire immédiatemont,
' 103(%+?/)—190p+3
N CEJ‘-—-IOO() 638 —p -
dou .. p=103 2 + 18
. : €+ Yy =120 u 4+ 21
wy="1 006 620 — 103 w

La \ommn des - inconnues ost ici impaire, (lonc leur produit est pair
et 'on a : '

W = 2 )
]')’altil.l_'t'_) part, x4+ > 2y 7 006 620 —
d'ow . | =243

ce qui conduit & I'équation t|u;1(l_l"nLique I : |
97 600 524 2 545 304 s 4 92 249 = 42

admettant Ja solution = -

L

s =13 .Jzzy*mzﬁﬁu
- w+?j—8491
x =935, o J-—"" 8()

ot lm facteurs tlenmndc% sont 112 303 et 898 423. .
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_ Continuons maintenant le tableau pour les valeurs de (@, 0) qui
corresponden! aux trente valeurs de K que nous devons encore
examiner ; ce sont les solutions de ‘

a b =K (mod. 120).

C— AT 1,775 13,49 17,715 23,895 20,83 31,97 ; 37,91 ;
41,47 ; 43,109 ; 49,103 ; 53,59 ; 61,67 ; 73,79 ; 101,107 ; 113,119. —
1. — 1241 7.63; 13,47 17,43 19,89 23,87; 29,79 31,101 ;
C 915 4959 61,71 67,443 73,1075 77,103 5 83,97 ; 109,119, —
K = 13. — 1,43; 7,9 11,23 17,29; 31,43 ; 37,49 : 41,53 ; 47,59 ;
61,735 67,79; 71,835 77,89: 91,103 97,1095 104,113 5 107,119. —
1,47 7,71 11,675 13,29 ; -19,83_;' 23,79; 31,47 5 37,101 ;
A,97 43,59 549,113 5 53,109 3 61,773 73,89 ; 91,107 ; 103,119.—
K = 19. — 1,19; 7,37; 11,89 13,103 ; 17,107 ; 23,53 ; 29,745 31,109 ;
‘ MBS0 43,73 KT,TT5 49,915 61,795 67,975 83,1135 104,119, —
K = 237 — 1.23: 7,807 11,13; 17,79 ; 19,775 20,67 ; 31,113 ; 37,59 ;
. 41,1035 43,1015 47,49 ;5 53,915 61,83 ; 71,73 ; 97,119 107,104, —
K = 20, — 1,20 7,075 11,79 ; 13,1135 17,375 19,71 ; 23,435 31,59;
S A1,109 5 47,675 49,101 5 53,73 61,895 77,975 83,1035 91,119, —
30— 1,313 7,735 11,101 ; 13,675 17,235 19,109 20,59 ; 37,43 ;
AT s AT13 5 59,795 53,107 5 61,91 ; 77,835 89,1195 97,103, —
37. — 1,373 7,90 11,475 13,495 17,401 5 19,103 5 23,59 ; 20,113+
31,67 ;41,77 ; 43,79 ; 53,89 615975 71,107 ; 73,109 ; &3,119. —
BLo— 140 7,235 10,015 43,775 17,735 19,595 20,109 31,715
£ 37531 43,107 5 47,103 ; 49,89 ; 61,101 ; 67,835 79,149; 97413] =
43, — 1,43 7,409 14,1435 43,315 17,591 19,977 23,101 ; 20,47 ; )
37,79 : 1,83 ; 49,677 53,71, 61,1035 73,01, 77,1195 89,107. —
KT, — 1LAT 5 T AL 41,375 13,595 17,315 19,53 5 23,40 5 20,43
61,107 ; 67401; 71,973 73,119 77,91 ; 79,113 83,109 ; 89,103. —
K = 53. — 1,53; 7,50 11,103 ; 13,41 5 17,109 19,47 ; 23,91 ; 29,97 ; '
- 31,83 ; 37,805 43,71 49,77 ; 61,113 ; 67,119 73,101, 79,107, —
K= 59, — 159 7,77; 11,405 13,235 17,67 ; 19,41 ; 29,31 ; 37,47;
43,113 53,103 61,419 ; 71,109 ; 73,83 5 79,101 ; 89,91 ; 97,107. —
K = 61. = 1,613 7,435 11,713 1397 17,53 19,79 ; 23,107 20,89, o
31,00 : 37,73 41,101 ; 47,83 ; 49,109 ; 59,119 ; 67,103, 77,113. —
67. — 1,67; 7,615 11,47, 13,795 19,735 23,29 ; 31,37 ; 2107 ¢
43,49 5 47,101 ; 53,419 3-59,113 3 71,77 ; 83,80 ; 91,97 ; 103,109. —
K= T. — 1,71 7.143; 11,61 ; 13,1075 17,103 ; 19,29; 23,97 31,41
' 37,831 43,77 471,735 49,119 ; 53,675 59,109; 79,89 : 91,101, —
K — 73. — 4,93 7,795 11,83; 13,61 ; 17,89 ; 19,67 5 23,71 ; 29,77 ; o
31,103 ; 37,109 ; 41,413 ; 43,915 47,119 ; 49,975 53,101 ; 59,107. —
7. — 4,777,415 43,89 5 47,615 19,235 29,73 5 31,107 ; 37,41 ;
43,4195 47,915 49,53 ; 59,103 ; 67,71 ; 79,83 ; 97,1015 109,113 —
K = 79..— 1,79, 7,97; 11,29 13,43 17,47; 19,61 ; 23,113 ; 31,49;
37.67: 41,119 53,83 59,10 ; 71,89 ; 73,103 ; 77,107 ; 91,109, —
K = 83 — 1,83:7,20; 11,737 13,71 ; 17,49 23,61 ; 31,53 ; 37,119
M43 47,1095 49,1075 59,97 5 67,80 ; 77,79 ; 91,143 ; 104,103, —
89. — 1,89 7,47 ;11,195 13,535 17,97; 23,103 ; ,29,64 ;31,1195
3797 ALAD: 42,885 BU9L ; 67,107 ; 71,793 73,143 ;5 101,100 —

~1

K

I

K

I
5
\

K

== R® =
it K {1 i

o
I

5
H

=
fl

>
H
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K= 9. — 1,91; 7,135 11,41 ; 17,83 19,49 ; 23,77 ; 20,119 31,61
CS7,1085 43,975 47,535 59,80 5°67,73 ;5 TL,101 5 79, 1095 107,113, —
K = 97. — 1,973 7,305 11,407 ; 13,1005 17,41 ; 19,43 ; 23,119 20.53 ;
d:,m s 47,715 49,735 59,835 67,71 577,101 79,103 ; 89,113, —
1,104 ; 7,83 ; 11, 31 13,17 19,1195 23,673 29,49 ; 37,143 ;
O ALGL; 43,475 53,97 50,79 THOL 5 73,77 89,409 103,107, —
K = 103. — 1,103 7,49 ;- 11;)3, 13,91 5 17,1195 19,37 ; 23,41 ; 29107 ;
31,73 43,61 ; 47,895 BY,77; 67,1095 71,443 ; 79,97 ; 83,101. —
101, — 1,107 7,101 5 4,975 13,149 17,91 ; 19,113 ; 23,109 ; 20,103 ;
| 31,775 37,715 41,67 ; 43,80 47,61 ; 49,83 53,79 ; 59,73, —
K = 109. — 1,109; 7,67; 11,119 13,73 17,77; 19,31 ; 2383; 20,41;
) 37,975 43,103 ; 47,407 ; 49,61 ; 33113, 59,71 ; 79,01 ; 84,101, —
K = 143. — 1,113; 7,119 11,43 ; 13,101, 17,49 5 19,107 5 23,31 ; 20.37 ;
41,737 47,795 53,61 ; 59,67 71,103 ; 77,109 ; 83,91 ; 89,97, —
K = 119. — 1,149 7,47 ; 11,109 ; 13,83, 19,101 ; 23,73 ; 209t : 31,89
BT,4075 41,795 43383 47,075 49,71 3 59,61 ; 7,77 ; 103,113,

o
H
=3
|

=
H

On remar (uera que pour chaque V‘llelll‘ de K, les seize gr oupes ‘sont
complémentaires, supplémentaires ou conyuquea nous aurions donc
pu réduire ce tableau mais il aurait fallu, dans la pratique, reconstituer
les groupes qui ne seraient pas écrits, ce qm com pll(]llmalt le pr obleme
ot pourrait devenir une source d’ erreurs.’ '

. Ewengle.s. — 1. Smt le nomble de dzm chlﬂ’iea
N =7 946 186 761 = 120* x 551 818 + 120 X 63 + 1
"En essuyant la forme 120 @ + 119, nous avons les équations suivantes:
 o4y=120p+5
oy = 51 763 — 119 n
d’out 7 impair, supérieur & 13 et inférienr a 2307.
* On posera - n=13+42s - avec<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>